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�åîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ñòàáèëüíûìãîìîòîïè÷åñêèì ãðóïïàì ñ�åð.I.Èíâàðèàíò Õîï�àÏ.Ì.Àõìåòüåâ ∗ïîñâÿùàåòñÿ ïàìÿòè ïðî�. Ì.Ì.ÏîñòíèêîâàÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ñòàáèëü-íûì ãîìîòîïè÷åñêèì ãðóïïàì ñ�åð, îñíîâàííûé íà êîíñòðóêöèèÏîíòðÿãèíà-Òîìà. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíî äîêàçàòåëü-ñòâî òåîðåìû Àäàìñà îá èíâàðèàíòå Õîï�à äëÿ âñåõ ðàçìåðíî-ñòåé, èñêëþ÷àÿ 15, 31. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè n > 31 â ñòàáèëüíîéãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïå ñ�åð Πn íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà ñ èíâà-ðèàíòîì Õîï�à 1. Íîâîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäàõ ãåî-ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè. Èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà-Òîìàâ �îðìå Óîëëåñà î ïðåäñòàâëåíèè ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõãðóïï limk→+∞ πk+n(Σk(RP∞)) âåùåñòâåííîãî ïðîåêòèâíîãî áåñ-êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (êîòîðûå ïî òåîðåìå Êàíà-Ïðèääèýïèìîð�íî îòîáðàæàþòñÿ íà 2-êîìïîíåíòû ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè-÷åñêèõ ãðóïï ñ�åð) êëàññàìè êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèé (âîîáùå ãî-âîðÿ, íåîðèåíòèðóåìûõ) n−1�ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé â êîðàçìåðíî-ñòè 1. Èíâàðèàíò Õîï�à âûðàæàåñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
n − 1�ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿïîãðóæåííîãî n�ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî çàäàí-íûé ýëåìåíò â ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïå Πn.ÂâåäåíèåÏóñòü πn+m(Sm) � ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû ñ�åð. Ïðè óñëîâèè m ≥ n+ 2ýòà ãðóïïà íå çàâèñèò îò m è îáîçíà÷àåòñÿ Πn. Îíà íàçûâàåòñÿ ñòàáèëü-íîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé ñ�åð â ðàçìåðíîñòè n. Ïðîáëåìà âû÷èñ-ëåíèÿ ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ
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íåðåøåííûõ ïðîáëåì â òîïîëîãèè. Ýòà ïðîáëåìà èìååò âàæíîå ïðèêëàä-íîå çíà÷åíèå ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ �óíêöèé (ñì. [Â℄,ãë.3) è ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè îòîáðàæåíèé âëîæåíèÿìè[Ìå2℄.Ïðè âû÷èñëåíèè ýëåìåíòîâ ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïû ñ�åðèçó÷àþò òå àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ äàåòñÿñðàçó äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé (èëè äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè ðàçìåðíîñòåé). Òåì íå ìåíåå, ýòè èíâàðèàíòû, êàê ïðàâèëî,îêàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè è íå âûðîæäàþòñÿ ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõñëó÷àÿõ, ïîäðîáíåå ñì. [M℄.Îñíîâíûì àëãåáðàè÷åñêèì èíâàðèàíòîì íà ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõñ�åð ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûé èíâàðèàíò Õîï�à, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ãîìîìîð�èçì
h : Π2k−1 → Z/2,è êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òàêæå èíâàðèàíòîì Ñòèíðîäà-Õîï�à, ñì., íàïðè-ìåð, [M-T℄ ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûõ ñâîéñòâ. Ñòàáèëüíûé èí-âàðèàíò Õîï�à èçó÷àåòñÿ â ðàáîòå.Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû áûëî ïîëó÷åíî Àäàìñîì â [A℄.Òåîðåìà. Àäàìñ [A℄Ñòàáèëüíûé èíâàðèàíò Õîï�à h : Πn → Z/2, n ≡ 1 (mod 2), ÿâëÿ-åòñÿ òðèâèàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n 6= 1, 3, 7.Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Àäàìñà â ïðîñòîì ñëó÷àå n 6= 2k−1 áûëà äîêàçàíàÀäåìîì [Ad℄. Cëó÷àé n = 15 áûë äîêàçàí Òîäîé (ñì. [M-T℄ ãë.18).Âïîñëåäñòâèè Àäàìñ è Àòüÿ ïðåäëîæèëè àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä êèçó÷åíèþ èíâàðèàíòîâ Õîï�à, îñíîâàííûé íà ðåçóëüòàòàõ èç K-òåîðèèè íà òåîðåìå Áîòòà î ïåðèîäè÷íîñòè ñì. [A-A℄. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõýòîò ïîäõîä òàêæå áûë îáîáùåí. Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû Àäàì-ñà, áëèçêîå ê äîêàçàòåëüñòâó Àäàìñà-Àòüè, áûëî ïðåäëîæåíî Â.Ì.Áóõ-øòàáåðîì â [B℄.Îïðåäåëåíèå ñòàáèëüíîãî èíâàðèàíòà Õîï�à ïåðå�îðìóëèðóåòñÿ íàÿçûêå ãðóïï êîáîðäèçìîâ ïîãðóæåííûõ ìíîãîîáðàçèé. Â îñíîâå ýòîãîìåòîäà ëåæàò ðåçóëüòàòû ðàáîò [E1, K2, K-S1, K-S2, La℄. Ñòàáèëüíûéèíâàðèàíò Õîï�à ðàâåí õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó ìíîãîîáðàçèÿ äâó-êðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþ-ùåãî ýëåìåíò â èñõîäíîé ãðóïïå êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèé. Ýòî, íàïðèìåð,ÿâíî ñ�îðìóëèðîâàíî â ðàáîòå [E1℄, Ëåììà 3.1. Ôîðìóëèðîâêà óêàçàííîéëåììû ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ïåðåâîäèòñÿ íà ÿçûê òåîðèè ïîãðóæåíèéïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè Ïîíòðÿãèíà-Òîìà.2



Â ñëó÷àå n 6≡ 3 (mod 4) äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àäàìñà, èñïîëüçóþ-ùåå òåîðèþ ïîãðóæåíèé, áûëî ïîëó÷åíî À.Ñþ÷åì â ðàáîòå [Sz℄. Ñëåäó-þùèé ïî ñëîæíîñòè ñëó÷àé (òåîðåìà Àäåìà) âîçíèêàåò ïðè n 6= 2l − 1.Òåîðåìà Àäàìñà â ýòîì ñëó÷àå áûëà ïåðåäîêàçàíà ãåîìåòðè÷åñêèìè ìå-òîäàìè â ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà ñ À. Ñþ÷åì [A-Sz℄.Äàëåå â ðàáîòå âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî n = 2l−1. Îñíîâíîé ðåçóëü-òàò íàñòîÿùåé ðàáîòû îáîáùàåò ïðåäûäóùèé è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Îñíîâíàÿ ÒåîðåìàÏóñòü g : M
3n+3

4
+7

# R
n� ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ïîãðóæåíèå çàìêíóòîãî,âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , dim(M) = 3n+3

4
+ 7, ïðè-÷åì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(g) ïîãðóæåíèÿ g èçîìîð�íî ñóììå Óèò-íè (n+1

4
− 8) ýêçåìïëÿðîâ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ κ íàä M , ò.å. ν(g) =

(n+1
4
− 8)κ (â ÷àñòíîñòè, w1(M) = 0, ïîñêîëüêó êîðàçìåðíîñòü ïîãóæå-íèÿ g ÷åòíà è w1(M) = (n+1

4
− 8)w1(κ) = 0). Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè

n ≥ 63 (ò.å. ïðè l ≥ 6) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 〈w1(κ)
dim(M); [M ]〉 = 0, ãäå

w1 � ïåðâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ Øòè�åëÿ-Óèòíè.Íîâîå â äîêàçàòåëüñòâå Îñíîâíîé Òåîðåìû ñîñòîèò â ïðèìåíåíèèïðèíöèïà ãåîìåòðè÷åñêîãî êîíòðîëÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò â êëàññå êî-áîðäèçìà ïîãðóæåíèÿ íàõîäèòü ïîãðóæåíèå, ó êîòîðîãî ïîäìíîãîîáðà-çèå êðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ èìååò áîëåå ïðîñòóþ ñòðóêòóðíóþãðóïïó íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Íàïîìíþ, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà íîð-ìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ìíîãîîáðàçèþ êðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿîòâå÷àåò çà ïåðåñòàíîâêó ëèñòîâ èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è èçìåíåíèåâåêòîðîâ ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó ïóòè íà ìíî-ãîîáðàçèè êðàòíûõ òî÷åê.Ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé òåîðèè ïîãðóæåíèé èç Îñ-íîâíîé Òåîðåìû ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå.Îñíîâíîå ÑëåäñòâèåÏóñòü g : Mn−1
# R

n � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ïîãðóæåíèå çàìêíóòîãîìíîãîîáðàçèÿ Mn−1 (êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, îðèåíòèðóåìûì è ñâÿçíûìíå ïðåäïîëàãàåòñÿ). Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè n = 2l − 1, n ≥ 63 (ò.å. ïðè
l ≥ 6), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 〈w1(M)n−1; [M ]〉 = 0.

3



Çàìå÷àíèå. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìûÀäàìñà (ïðè l ≥ 4) äîêàçàíà â [E1,La℄.Îòìåòèì, ÷òî â òîïîëîãèè ñóùåñòâóþò òåîðåìû, áëèçêèå ïî �îðìóëè-ðîâêå ê Òåîðåìå Àäàìñà. Êàê ïðàâèëî, ýòè òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿ-ìè Òåîðåìû Àäàìñà. Èíîãäà ñàìè ýòè òåîðåìû ìîãóò áûòü äîêàçàíû àëü-òåðíàòèâíûìè è áîëåå ïðîñòûìè ìåòîäàìè. Êàê çàìå÷àåò Ñ.Ï.Íîâèêîââ îáçîðå [N℄, ê òàêèì òåîðåìàì îòíîñèòñÿ Òåîðåìà Ìèëíîðà-Áîòòà î òîì,÷òî êàñàòåëüíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå ê ñòàíäàðòíîé ñ�åðå Sn òðèâèàëü-íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 1, 3, 7. Ýòî òåîðåìà áûëà îòêðûòà âðàáîòå [B-M℄. Ýëåãàíòíàÿ ìîäè�èêàöèÿ èçâåñòíîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëàíåäàâíî ïîëó÷åíà â [F℄.Îñòàíîâèìñÿ íà ñòðóêòóðå ðàáîòû. Â ðàçäåëå 1 íàïîìèíàþòñÿ îñíîâ-íûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè òåîðèè ïîãðóæåíèé. �åçóëüòàòû ýòîãîðàçäåëà �îðìàëüíî ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, íî ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èçâåñòíûìèìåòîäàìè. Â ðàçäåëå 2 Îñíîâíàÿ Òåîðåìà ïåðå�îðìóëèðîâàíà ñ èñïîëü-çîâàíèåì îáîçíà÷åíèé èç ðàçäåëà 1 (Òåîðåìà 5) è ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûåýòàïû åå äîêàçàòåëüñòâà. Â ðàçäåëå 3 ïðîâîäèòñÿ îñíîâíîé ýòàï äîêàçà-òåëüñòâà, à èìåííî, äîêàçûâàåòñÿ ïåðâàÿ Îñíîâíàÿ Ëåììà 24, êîòîðàÿáûëà âûñêàçàíà Ñ.À.Ìåëèõîâûì êàê ãèïîòåçà è îáñóæäàëàñü íà ñåìèíà-ðå ïðî�. Î.Ñàåêè â 2006 ãîäó, à òàêæå àíàëîãè÷íàÿ åé âòîðàÿ ÎñíîâíàÿËåììà 25.�àáîòà áûëà íàïèñàíà ïðè íåîäíîêðàòíûõ îáñóæäåíèÿõ íà ñåìèíàðåïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�. Ì.Ì.Ïîñòíèêîâà.Â íàñòîÿùåé âåðñèè ðàáîòû èñïðàâëåíà îøèáêà â �îðìóëèðîâêå Îñíîâ-íîé Ëåììû 3 èç [Akh℄, êîòîðàÿ ïðèâîäèëàñü áåç äîêàçàòåëüñòâà.Àâòîð áëàãîäàðèò çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ ïðî�.Â.Ì.Áóõøòàáåðà, ïðî�. Â.À.Âàñèëüåâà, ïðî�. Ï. Ëàíäâåáåðà,ïðî�. À.Ñ.Ìèùåíêî, ïðî�. Î.Ñàåêè, ïðî�. À.Á.Ñêîïåíêîâà,ïðî�. Þ.Ï.Ñîëîâü¼âà, ïðî�. À.Â.×åðíàâñêîãî, ïðî�. Å.Â.Ùåïèíà,ïðî�. Ï.Äæ.Ýêêëçà, Í.Áðîäñêîãî, Ñ.À.Ìåëèõîâà, �.�.Ñàäûêîâà,Ì.Á.Ñêîïåíêîâà.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåäóêöèèÍàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ãðóïï êîáîðäèçìà îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé â åâ-êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè áîëåå îá-ùåé êîíñòðóêöèè, èçëîæåííîé â êíèãå [K1℄ íà ñòð. 55 è â ðàçäåëå 10.Ñâÿçü ñ êîíñòðóêöèåé Ïîíòðÿãèíà-Òîìà îáúÿñíÿåòñÿ â [A-E℄.Ïóñòü f : Mn−1
# Rn� ãëàäêîå ïîãðóæåíèå, ïðè÷åì (n − 1)-ìåðíîåìíîãîîáðàçèå Mn−1 çàìêíóòî íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîðèåíòèðîâàíî è4



íåñâÿçíî. Íà ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ïîãðóæåíèé ââåäåì îòíîøåíèå êîáîð-äàíòíîñòè. Ñêàæåì, ÷òî äâà ïîãðóæåíèÿ f0, f1 ñâÿçàíû êîáîðäèçìîì,
f0 ∼ f1, åñëè ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå Φ : (W n, ∂W = Mn−1

0 ∪Mn−1
1 ) #

(Rn × [0; 1]; Rn × {0, 1}) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ fi =
Φ|Mn−1

i
: Mn−1

i # Rn × {i}, i = 0, 1 è, êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïî-ãðóæåíèå Φ áûëî îðòîãîíàëüíî ê R× {0, 1}.Ìíîæåñòâî êëàññîâ êîáîðäàíòíîñòè ïîãðóæåíèé îáðàçóåò àáåëåâóãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïîãðóæåíèé.Íàïðèìåð, íóëåâîé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïóñòûì ïî-ãðóæåíèåì, à ýëåìåíò, îáðàòíûé ê äàííîìó ïîãðóæåíèþ f0 ïðåäñòàâ-ëåí êîìïîçèöèåé S ◦ f0, ãäå S�çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà
Rn. Ýòó ãðóïïó îáîçíà÷èì ÷åðåç Immsf (n − 1, 1). Ïî òåîðåìå Óîëëåñà[Wa℄ óêàçàííàÿ ãðóïïà èçîìîð�íà ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïå
limk→∞ πk+n(ΣkRP∞).Ïîãðóæåíèå f îïðåäåëÿåò èçîìîð�èçì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíî-ãîîáðàçèÿ Mn−1 è îðèåíòèðóþùåãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ κ, ò.å. èçîìîð-�èçì D(f) : T (Mn−1) ⊕ κ = nε, ãäå ε�òðèâèàëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèåíàä Mn−1. Â ïîõîæèõ êîíñòðóêöèÿõ òåîðèè õèðóðãèè ãëàäêèõ ìíîãî-îáðàçèé âñåãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàáèëüíûé èçîìîð�èçì íîðìàëüíîãîðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn−1 è îðèåíòèðóþùåãî ëèíåéíîãî ðàññëîå-íèÿ κ, ò.å. èçîìîð�èçì T (Mn−1) ⊕ κ ⊕ Nε = (n + N)ε, ãäå N >> n.Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Õèðøà, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè äâóì ïîãðóæåíè-ÿì f1, f2 îòâå÷àþò èçîìîð�èçìûD(f1),D(f2), êîòîðûå ïðè ñòàáèëèçàöèèïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó (ñòàáèëüíîãî) èçîìîð�èçìà, òî ðàññìàòðè-âàåìûå ïîãðóæåíèÿ f1, f2 îêàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíî êîáîðäàíòíûìè è äà-æå ðåãóëÿðíî êîíêîðäàíòíûìè (íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò îêàçàòüñÿ íåðåãóëÿðíî ãîìîòîïíûìè).Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ãðóïïà Immsf(n−k, k). Ýëåìåíò ýòîé ãðóïïûïðåäñòàâëåí òðîéêîé (f, κ,Ξ), ãäå f : Mn−k

# Rn � ïîãðóæåíèå çàìêíó-òîãî ìíîãîîáðàçèÿ, κ : E(κ)→ Mn−k ëèíåéíîå ðàññëîåíèå (äëÿ ñîêðàùå-íèÿ îáîçíà÷åíèé äàëåå ëèíåéíîå (îäíîìåðíîå) ðàññëîåíèå è åãî õàðàê-òåðèñòè÷åñêèé êëàññ â H1(Mn−k; Z/2) ìû îáîçíà÷àåì òîé æå áóêâîé), Ξñêîøåííîå îñíàùåíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ ïðè ïîìîùèðàññëîåíèÿ κ, ò.å. èçîìîð�èçì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ f èðàññëîåíèÿ kκ. Òðîéêà (f, κ,Ξ) áóäåò íàçûâàòüñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûìïîãðóæåíèåì. Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî k ëèíåéíîå ðàññëîåíèå κ îêàçûâàåòñÿîðèåíòèðóþùèì íàä Mn−k, è îáÿçàòåëüíî κ = w1(M
n−k).Äâà ýëåìåíòà ãðóïïû êîáîðäèçìà, ïðåäñòàâëåííûå òðîéêàìè

(f1, κ1,Ξ1) (f2, κ2,Ξ2), ðàâíû, åñëè ïîãðóæåíèÿ f1, f2 êîáîðäàíòíû, ïðèýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîãðóæåíèå êîáîðäèçìà áûëî ñêîøåííî-îñíàùåíî5



è òðåáóåòñÿ ñîãëàñîâàíèå ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ íà êîáîðäèçìå ñ çàäàí-íûìè ñêîøåííûìè îñíàùåíèÿìè íà êîìïîíåíòàõ ãðàíèöû. Çàìåòèì, ÷òîïðè k = 1 íîâîå îïðåäåëåíèå ãðóïï Immsf(n−k, k) ñîâïàäàåò ñ ïåðâîíà-÷àëüíûì.Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì:
Jsf : Immsf (n− 1, 1)→ Immsf(n− k, k),êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì ïåðåõîäà â êîðàçìåðíîñòü k. �àñ-ñìîòðèì ìíîãîîáðàçèå M ′n−1, ïîãðóæåíèå êîòîðîãî f : M ′n−1

# Rnïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò ïåðâîé ãðóïïû, è ðàññìîòðèì êëàññè�èöèðóþùååîòîáðàæåíèå κ′ : M ′n−1 → RPa â âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàí-ñòâî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (a = n äîñòàòî÷íî), ïðåäñòàâëÿþùåå êîãîìî-ëîãè÷åñêèé êëàññ w1(M
′n−1). �àññìîòðèì ñòàíäàðòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

RPa−k+1 ⊂ RPa êîðàçìåðíîñòè k − 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå κ′òðàíñâåðñàëüíî âäîëü âûáðàííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà è îïðåäåëèì ïîäìíî-ãîîáðàçèå Mn−k ⊂ M ′n−1 êàê ïîëíûé ïðîîáðàç ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâàïðè íàøåì îòîáðàæåíèè, Mn−k = κ′−1(RPa−k+1). Îïðåäåëèì ïîãðóæåíèå
f : Mn−k

# Rn êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ f ′ íà çàäàííîå ïîäìíîãîîá-ðàçèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîãðóæåíèå f : Mn−k
# R

n äîïóñêàåò åñòåñòâåííîåñêîøåííîå îñíàùåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, íîðìàëüíîå ðàññëîåíèÿ ïîäìíî-ãîîáðàçèÿ Mn−k ⊂ M ′n−1 åñòåñòâåííî èçîìîð�íî ðàññëîåíèþ (k − 1)κ,ãäå κ = κ′|M (çäåñü è äàëåå, åñëè îáîçíà÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿ èñïîëüçóåòñÿâ íèæíåì èíäåêñå, òî âåðõíèé èíäåêñ ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ îïóñêà-åòñÿ). Óêàçàííûé èçîìîð�èçì Ξ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñêîøåííûìîñíàùåíèåì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ïîäìíîãîîáðàçèþ RPa−k+1 â ìíî-ãîîáðàçèè RPa, êîòîðîå ïåðåíîñèòñÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå Mn−k ⊂M ′n−1,ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî κ′ ðåãóëÿðíî âäîëü RPa−k+1. Åùå îäíîïðÿìîå ñëàãàåìîå â ñêîøåííîì îñíàùåíèè Ξ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿïîãðóæåíèÿ f ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíîìó îäíîìåðíîìó ðàññëîåíèþ ïî-ãðóæåíèÿ f ′. Ýòî ðàññëîåíèå ñëóæèò îðèåíòèðóþùèì ðàññëîåíèåì äëÿ
M ′n−1, ïîýòîìó åãî îãðàíè÷åíèå íà Mn−k ñîâïàäàåò ñ κ. �îìîìîð�èçì
Jsf ïåðåâîäèò ýëåìåíò, ïðåäñòàâëåííûé ïîãðóæåíèåì f ′ â ýëåìåíò, ïðåä-ñòàâëåííûé òðîéêîé (f, κ,Ξ). Èç ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðà-æåíèé, èñïîëüçóþùèõ ëèøü ïîíÿòèå òðàíñâåðñàëüíîñòè âûòåêàåò, ÷òîãîìîìîð�èçì Jsf êîððåêòíî îïðåäåëåí, ïîñêîëüêó ïðîèçâîë â åãî êîí-ñòðóêöèè ïðèâîäèò ê òðîéêå èç òîãî æå êëàññà íîðìàëüíîãî êîáîðäèçìà.Ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîãðóæåíèå f : Mn−k

# Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ,ïîäìíîæåñòâî â Rn òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç ∆ = ∆(f), dim(∆) = n − 2k. Ýòî ïîäìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ïî6



�îðìóëå:
∆ = {x ∈ R

n : ∃x1, x2 ∈M
n−k, x1 6= x2, f(x1) = f(x2) = x}, (1)îíî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Îïðåäåëèì ∆̄ ⊂Mn−k ïî �îðìóëå ∆̄ = f−1(∆).Íàïîìíèì ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ äâóêðàòíûõ òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ äàííîãî ïîãðóæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè-çóþùåãî ïîãðóæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.Ïðîñòðàíñòâî N îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

N = {[(x1, x2)] ∈ (Mn−k ×Mn−k)/T ′ : x1 6= x2, f(x1) = f(x2)} (2)(T ′ � èíâîëþöèÿ, ïåðåñòàâëÿþùàÿ êîîðäèíàòû ñîìíîæèòåëåé), à åãî êà-íîíè÷åñêîå íàêðûâàþùåå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
N̄ = {(x1, x2) ∈M

n−k ×Mn−k : x1 6= x2, f(x1) = f(x2)}. (3)Â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ïîãðóæåíèå f îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðîñòðàí-ñòâî N ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè dim(N) = n− 2k.Ýòî ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Nn−2k.Ïîãðóæåíèå ḡ : N̄n−2k
# Mn−k, ïàðàìåòðèçóþùåå ∆̄, îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé ḡ = π|N̄ , ãäå π : Mn−k×Mn−k →Mn−k � ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿíà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Ïîãðóæåíèå g : Nn−2k

# Rn, ïàðàìåòðèçóþùåå
∆, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé g([x1, x2]) = f(x1). Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåò-ðèçóþùèå ïîãðóæåíèÿ g, ḡ íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîãðóæåíèÿìèîáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûòèå p : N̄n−2k → Nn−2k,ïðè ýòîì g ◦ p = f ◦ ḡ. Ýòî íàêðûòèå íàçîâåì êàíîíè÷åñêèì íàêðûòèåìíàä ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü (f, κ,Ξ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç Immsf (n −
k, k). Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì:

hk : Immsf (n− k, k)→ Z/2,íàçûâàåìûé èíâàðèàíòîì Õîï�à, ïî �îðìóëå:
hk([f, κ,Ξ]) = 〈κn−k; [M̄n−k]〉.Îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëüíîãî èíâàðèàíòà Õîï�à (â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ1) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ k ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé. Ñ�îðìóëèðóåìýòî â âèäå îòäåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðè ãîìîìîð�èçìå Jsf : Immsf(n−1, 1)→ Immsf (n−

k, k) ñòàáèëüíûé èíâàðèàíò Õîï�à ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å. èíâàðèàíò h1 :
Immsf (n− 1, 1)→ Z/2 è èíâàðèàíò hk : Immsf(n− k, k)→ Z/2 ñâÿçàíûìåæäó ñîáîé ïî �îðìóëå:

h1 = hk ◦ J
sf . (4)7



Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 2Ïóñòü f : Mn−k
# R

n � ïîãðóæåíèå ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì Ξ è 
 õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κ ∈ H1(Mn−k; Z/2), ïðåäñòàâëÿþùåå ýëåìåíòèç Immsf(n − k, k), ïðè÷åì Jsf([f ′]) = [f, κ,Ξ] äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà
[f ′] ∈ Immsf (n− 1, 1). Ïî îïðåäåëåíèþ hk([f, κ,Ξ]) = 〈κn−k; [Mn−k]〉.C äðóãîé ñòîðîíû, Mn−k ⊂ M ′n−1 ïðåäñòàâëÿåò öèêë, äâîéñòâåí-íûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó κ′k−1 ∈ Hk−1(M ′n−1; Z/2). Ôîðìó-ëà 4 ñïðàâåäëèâà, ïîñêîëüêó 〈κ′n−1; [M ′n−1]〉 = 〈κn−k; [Mn−k]〉. Äåéñòâè-òåëüíî, îáðàç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ κ′ : M ′n−1 → RP∞(κ : Mn−k → RP∞), íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ëåæèò â îñòîâå êëàñ-ñè�èöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n − 1 (n − k). Õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîå ÷èñëî 〈κ′n−1; [M ′n−1]〉 (〈κn−k; [Mn−k]〉) ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ
deg(κ′) (deg(κ)) êëàññè�èöèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ κ′ : M ′n−1 → RPn−1(κ : Mn−k → RPn−k), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî ìîäóëþ 2 è îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê ÷åòíîñòü ÷èñëà ïðîîáðàçîâ ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ.Ïðè ýòîì çíà÷åíèå deg(κ′) (deg(κ)) íå çàâèñèò îò âûáîðà îòîáðàæåíèÿ κ′(κ) â óêàçàííûé îñòîâ. (Íàïîìíþ, ÷òî êëàññû êîãîìîëîãèé è èõ õàðàê-òåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâî.) Ñòåïåíè deg(κ′) è
deg(κ) ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå ìîæíî âûáðàòü îáùèìäëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé. Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçàíî.Ñ�îðìóëèðóåì äðóãîå (ýêâèâàëåíòíîå) îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòàÕîï�à (â ïðåäïîëîæåíèè n− 2k > 0).Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü (f, κ,Ξ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç Immsf (n −
k, k), n − 2k > 0. Ïóñòü Nn−2k � ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê ïî-ãðóæåíèÿ f : Mn−k

# Rn, N̄�êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàä
N , κN̄ ∈ H1(N̄ ; Z/2) èíäóöèðîâàí èç κ ∈ H1(Mn−k; Z/2) ïîãðóæåíèåì
ḡ : N̄n−2k

# Mn−k.Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ãîìîìîð�èçìà hk : Immsf(n − k, k) → Z/2 ïî�îðìóëå:
hk([f, κ,Ξ]) = 〈κn−2k

N̄
; [N̄n−2k]〉.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü Îïðåäåëå-íèé 1 è 3.Ïðåäëîæåíèå 4. Â óñëîâèÿõ Îïðåäåëåíèÿ 3 ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:

〈κn−2k
N̄

; [N̄n−2k]〉 = 〈κn−k; [Mn−k]〉. (5)8



Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 4Ïóñòü f : Mn−k
# R

n � ïîãðóæåíèå ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì Ξ è 
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κ ∈ H1(Mn−k; Z/2), ïðåäñòàâëÿþùåå ýëå-ìåíò èç Immsf(n − k, k). Ïóñòü Nn−2k�ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f , g : Nn−2k
# Rn�ïàðàìåòðèçóþùåå ïî-ãðóæåíèå, N̄n−2k → Nn−2k�êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå. �àññìîò-ðèì îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ḡ∗([N̄n−2k]) ∈ Hn−2k(M

n−k; Z/2) ïðèïîãðóæåíèè ḡ : N̄n−2k
# Mn−k è îáîçíà÷èì ÷åðåç m ∈ Hk(Mn−k; Z/2)�êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êëàññó ãîìî-ëîãèé ḡ∗([N̄

n−2k]). �àññìîòðèì òàêæå êîãîìîëîãè÷åñêèé ýéëåðîâ êëàññíîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ f , êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç e ∈
Hk(Mn−k; Z/2).Ïî Òåîðåìå �åðáåðòà (ñì. [E-G℄, Òåîðåìà 1.1) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:

e = m. (6)Ïîñêîëüêó ýéëåðîâ êëàññ e íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ kκ ïîãðóæåíèÿ fðàâåí κk (êëàññû êîãîìîëîãèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿîáîçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâî), òî öèêë ḡ∗([N̄ ]) ∈ Hn−2k(M
n−k; Z/2), äâîéñòâå-íåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó κk ∈ Hk(Mn−k; Z/2). Ïîýòîìó �îðìóëà

(5) è Ïðåäëîæåíèå 4 äîêàçàíî.Áîëåå óäîáíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü Ïðåäëîæåíèå 4 (â íåñêîëüêî áîëååîáùåé �îðìå) íà ÿçûêå êîììóòàòèâíûõ äèàãðàìì. Ïðèñòóïèì ê �îðìó-ëèðîâêå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé.Ïóñòü g : Nn−2
# Rn� ïîãðóæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷å-íèÿ ïîãðóæåíèÿ f : Mn−1

# R
n êîðàçìåðíîñòè 1. Îïðåäåëåíî íîðìàëü-íîå äâóìåðíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ g, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü÷åðåç νN : E(νN ) → Nn−2. (Ïðîñòðàíñòâî äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ, àññî-öèèðîâàííîãî ñ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì νN , äè��åîìîð�íî ðåãóëÿðíîéçàìêíóòîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ïîãðóæåííèÿ g.)Ýòî ðàññëîåíèå ñíàáæåíî äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé ïî ñðàâíåíèþ ñïðîèçâîëüíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì, à èìåííî, åãî ñòðóêòóðíàÿ ãðóï-ïà êàê O(2)-ðàññëîåíèÿ äîïóñêàåò ðåäóêöèþ ê äèñêðåòíîé ãðóïïå äè-ýäðà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç D4. Ýòî ãðóïïà âîñüìîãî ïîðÿäêà,îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà ïåðåìåùåíèé ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïåðåâî-äÿò ñòàíäàðòíóþ ïàðó êîîðäèíàòíûõ îñåé â ñåáÿ (âîçìîæíî, ñ èçìåíå-íèåì îðèåíòàöèè è ïîðÿäêà).Â ñòàíäàðòíîì êîïðåäñòàâëåíèè ãðóïïà D4 çàäàåòñÿ äâóìÿ îáðàçó-þùèìè a, b, êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè {a4 = b2 =9



1, [a; b] = a2}. Îáðàçóþùàÿ a ïðåäñòàâëåíà ïîâîðîòîì ïëîñêîñòè íà óãîë
π
2
, îáðàçóþùàÿ b ïðåäñòàâëåíà ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèññûïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòó ba (ïðîèçâåäåíèåáóäåì çàïèñûâàòü ïî ïðàâèëó êîìïîçèöèè b ◦ a ïðåîáðàçîâàíèé èç O(2))ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé êîîðäèíàòíîé îñè.Çàìå÷àíèåÂ êíèãå [A-M℄ îïèñàíà ñòðóêòóðà êîãîìîëîãèé ïî ìîäóëþ 2 êëàññè�èöè-ðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ãðóïïû D4 êàê ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé Ñòèíðîäà.Èíâàðèàíò Õîï�à, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íèæå êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêîå÷èñëî íà ìíîãîîáðàçèè òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñêîøåííî-îñíàùåííîãîïîãðóæåíèÿ, ýòî âû÷èñëåíèå íå èñïîëüçóåò.Ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äëÿ ïîãðóæåíèÿ f : Mn−k

# Rn, ïðè k = 1.Èñïîëüçóåì óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f :
Mn−1

# Rn. Ïóñòü Nn−2�ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f ,
g : Nn−2

# Rn�ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå. Â ñëîå E(νN)x íîðìàëüíî-ãî ðàññëîåíèÿ νN íàä òî÷êîé x ∈ N �èêñèðîâàíà íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðàêîîðäèíàòíûõ îñåé. Ýòè îñè îáðàçîâàíû êàñàòåëüíûìè ê êðèâûì ïåðå-ñå÷åíèÿ ñëîÿ E(νN )x ñ äâóìÿ âëîæåííûìè ëèñòàìè ïîãðóæåííîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ, ïåðåñåêàþùèìèñÿ òðàíñâåðñàëüíî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.Ïî ïîñòðîåíèþ ðàññëîåíèå νN èìååò ñòðóêòóðíóþ ãðóïïó D4 ⊂ O(2).Íàä ïðîñòðàíñòâîì K(D4, 1) îïðåäåëåíî óíèâåðñàëüíîå 2-ìåðíîå D4�ðàññëîåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ : E(ψ)→ K(D4, 1). Ñêàæåì, ÷òîîòîáðàæåíèå η : N → K(D4, 1) ÿâëÿåòñÿ êëàññè�èöèðóþùèì äëÿ ðàñ-ñëîåíèÿ νN , åñëè îïðåäåëåí èçîìîð�èçì Ξ : η∗(ψ) = νN îáðàòíîãî îáðàçà
η∗(ψ) ðàññëîåíèÿ ψ è ðàññëîåíèÿ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ νN ïîãðóæå-íèÿ g. Â äàëüíåéøåì ñàìî ðàññëîåíèå è åãî êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðà-æåíèå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ îäèíàêîâî è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíîçàïèñàòü η = νN . Èçîìîð�èçì Ξ áóäåì íàçûâàòü D4�îñíàùåíèåì ïîãðó-æåíèÿ g, à îòîáðàæåíèå η áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì
D4�îñíàùåíèÿ Ξ.Çàìå÷àíèå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìû îïèñàëè ëèøü ÷àñòü áîëåå îáùåéêîíñòðóêöèè. Ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà s-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ êïîäìíîãîîáðàçèþ Ns òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè s ïîãðóæåíèÿ fäîïóñêàåò ðåäóêöèþ ê ñòðóêòóðíîé ãðóïïå Z/2

∫

Σ(s) � ñïëåòåíèþ öèê-ëè÷åñêîé ãðóïïû Z/2 ñ ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà èç s ýëåìåíòîâ(ñì., íàïðèìåð, [E1℄). 10



Ïóñòü òðîéêà (f, κ,Ξ), ãäå f : Mn−k
# R

n � ïîãðóæåíèå, Ξ � ñêî-øåííîå îñíàùåíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ f 
 õàðàêòå-ðèñòè÷åñêèì êëàññîì κ ∈ H1(M ; Z/2), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò ãðóïïû
Immsf (n − k, k). Íàì ïîòðåáóåòñÿ îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî ïîñòðîåíèÿ,êîòîðîå îòíîñèëîñü ê ñëó÷àþ k = 1. Íàïîìíèì îïèñàíèå (ñì., íàïðè-ìåð, [E1℄, [E-G℄) ñòðóêòóðíîé ãðóïïû íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ νN íàäìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîãðóæåíèÿ îáùå-ãî ïîëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè k, k ≤ [n

2
].Ïðåäëîæåíèå 5. Íîðìàëüíîå 2k-ìåðíîå ðàññëîåíèå νN ïîãðóæåíèÿ

g ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðÿìîé ñóììû k èçîìîð�íûõ êîïèé äâóìåðíî-ãî ðàññëîåíèÿ η íàä Nn−2k, ïðè÷åì êàæäîå äâóìåðíîå ðàññëîåíèå èìå-åò ñòðóêòóðíóþ ãðóïïó D4 è êëàññè�èöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì η :
Nn−2k → K(D4, 1) (àíàëîãè÷íîå ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî â [Sz2℄).Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 5Ïóñòü x ∈ Nn−2k òî÷êà íà ìíîãîîáðàçèè äâóêðàòíûõ òî÷åê ïîãðóæåíèÿ
f : Mn−k

# Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄1, x̄2 ∈ N̄n−2k
# Mn−k äâà ïðî-îáðàçà ýòîé òî÷êè íà êàíîíè÷åñêîì íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè. Îð-òîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â ïðîñòðàíñòâå T(g(x))(R

n) ê ïîäïðîñòðàíñòâó
g∗(Tx(N

n−2k)) ÿâëÿåòñÿ ñëîåì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ E(νN) ïîãðóæå-íèÿ g íàä òî÷êîé x ∈ Nn−2k. Ýòîò ñëîé ïðåäñòàâëåí êàê ïðÿìàÿ ñóììàäâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ E(νN )x = Ēx,1 ⊕ Ēx,2, ãäå ïîäïðîñòðàíñòâî
Ēx,i ⊂ E(νN )x ÿâëÿåòñÿ ñëîåì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ f âòî÷êå x̄i.Ïîäïðîñòðàíñòâî Ēx,i ñëîÿ êàíîíè÷åñêè ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîéñóììû k óïîðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ē(κx,j,i), j = 1, . . . , k,
i = 1, 2, ïðè÷åì �èêñèðîâàíî ñåìåéñòâî ïîïàðíûõ èçîìîð�èçìîâ ìåæäóýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè, ïîñêîëüêó íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ fáûëî ñíàáæåíî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì â êîðàçìåðíîñòè k. Ñãðóïïèðóåìñëîè ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè j â äâóìåðíûé ïîäñëîé ñëîÿ E(νN )x. Ïî-ëó÷èì ðàçëîæåíèå ñëîÿ E(νN )x íàä êàæäîé òî÷êîé x ∈ Nn−2k â ïðÿìóþñóììó k ýêçåìïëÿðîâ ïîïàðíî èçîìîð�íûõ äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.Ïðîâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x è ìî-æåò áûòü ïðîâåäåíà îäíîâðåìåííî äëÿ êàæäîé òî÷êè áàçû Nn−2k. Â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå ðàññëîåíèÿ νN â ñóììó Óèò-íè íåêîòîðîãî ÷èñëà êàíîíè÷åñêè èçîìîð�íûõ ìåæäó ñîáîé äâóìåðíûõ11



ïîäðàññëîåíèé. Êàæäîå äâóìåðíîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå êëàññè�èöèðóåòñÿîòîáðàæåíèåì η : N → K(D4, 1), ÷òî äîêàçûâàåò Ïðåäëîæåíèå 5.Îïðåäåëåíèå 6. Îïðåäåëèì ãðóïïó êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèé
ImmD4(n − 2k, 2k), â ïðåäïîëîæåíèè n > 2k. Ïóñòü (g,Ψ, η)� òðîé-êà, îïðåäåëÿþùàÿ D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå â êîðàçìåðíîñòè 2k.Çäåñü g : Nn−2k

# Rn � ïîãðóæåíèå, η : Nn−2k → K(D4, 1)� õàðàê-òåðèñòè÷åñêèé êëàññ D4�îñíàùåíèÿ Ψ. Îòíîøåíèå êîáîðäèçìà òðîåêñòàíäàðòíî.Ëåììà 7. Â ïðåäïîëîæåíèè k1 < k, 2k < n, îïðåäåëåíà êîììóòàòèâ-íàÿ äèàãðàììà ãîìîìîð�èçìîâ ãðóïï:
Immsf(n− k1, k1)

Jsf

−→ Immsf (n− k, k)
hk−→ Z/2

↓ δk1 ↓ δk ‖

ImmD4(n− 2k1, 2k1)
JD4

−→ ImmD4(n− 2k, 2k)
h
D4
k−→ Z/2.

(7)Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 7Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçìû â äèàãðàììå (7). �îìîìîð�èçì
Immsf (n− k1, k1)

Jsf

−→ Immsf (n− k, k)îïðåäåëÿåòñÿ äîñëîâíî òàêæå, êàê áûë îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì ïåðåõîäàâ êîðàçìåðíîñòü k äëÿ ñëó÷àÿ k1 = 1. �îìîìîð�èçì
Immsf(n− k, k)

δk−→ ImmD4(n− 2k, 2k)ïåðåâîäèò êëàññ êîáîðäèçìà òðîéêè (f, κ,Ξ) â êëàññ êîáîðäèçìà òðîéêè
(g, η,Ψ), ãäå g : Nn−2k

# Rn � ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå ìíîãîîáðà-çèÿ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîãðóæå-íèå f ñàìîïåðåñåêàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî), Ψ�ýòî D4�îñíàùåíèå íîðìàëü-íîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ g, η�õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ D4� îñíà-ùåíèÿ Ψ.Ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ ãîìîìîð�èçìà
ImmD4(n− 2k, 2k)

h
D4
k−→ Z/2,êîòîðûé íàçîâåì äèýäðàëüíûì èíâàðèàíòîì Õîï�à. Îïðåäåëèì ïîä-ãðóïïó

Ic ⊂ D4, (8)12



ïîðîæäåííóþ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùèìè ñîáñòâåííîåïîäïðîñòðàíñòâî êàæäîãî áàçèñíîãî âåêòîðà. �ðóïïà Ic ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-òàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ðàíãà 2. Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì
l[2] : Ic → Z/2, (9)îòâå÷àþùèé çà ïðåîáðàçîâàíèå â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðâîãî áà-çèñíîãî âåêòîðà. Ïîäãðóïïà (8) èìååò èíäåêñ 2 è îïðåäåëåíî 2-ëèñòíîåíàêðûòèå:

K(Ic, 1)→ K(D4, 1), (10)èíäóöèðîâàííîå ýòîé ïîäãðóïïîé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç
N̄n−2k → Nn−2k (11)2-ëèñòíîå íàêðûòèå, èíäóöèðîâàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì η :

Nn−2k → K(D4, 1) èç íàêðûòèÿ (10). Îïðåäåëåí õàðàêòåðèñòè÷åñêèéêëàññ:
η̄sf = l ◦ η̄Ic : N̄n−2k → K(Z/2, 1),ãäå η̄Ic : N̄n−2k → K(Ic, 1)� äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàä êëàññè�èöèðóþ-ùèì îòîáðàæåíèåì η : Nn−2k → K(D4, 1), èíäóöèðîâàííîå íàêðûòèÿìè

(10), (11) íàä ïðîñòðàíñòâàìè îáàçà è ïðîîáðàçà îòîáðàæåíèÿ η ñîîòâåò-ñòâåííî.Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ãîìîìîð�èçìà ImmD4(n − 2k, 2k)
h
D4
k−→ Z/2 ïî�îðìóëå:

hD4
k ([g, η,Ψ]) =

〈

(η̄sf)n−2k; [N̄n−2k]
〉

. (12)Äèàãðàììà (7) îïðåäåëåíà. Êîììóòàòèâíîñòü ïðàâîãî êâàäðàòà äèà-ãðàììû âûòåêàåò èç ïðÿìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Êîììóòàòèâ-íîñòü ïðàâîãî êâàäðàòà äèàãðàììû âûòåêàåò ïðè k1 = 1 èç Ïðåäëîæåíèÿ5, à ïðè ïðîèçâîëüíîì k1 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Ëåììà 7 äîêàçàíà.Íàì ïîòðåáóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå äèýäðàëüíîãî èíâàðèàí-òà Õîï�à. �àññìîòðèì ïîäãðóïïó â ãðóïïå O(4) ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðå-âîäÿùèõ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (e1, e2, e3, e4) ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â ñåáÿ,áûòü ìîæåò, èçìåíÿÿ íàïðàâëåíèÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ è, êðîìå òîãî,ñîõðàíÿþùèõ ïàðó 2-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ áàçèñíûìè13



âåêòîðàìè (e1, e2), (e3, e4). Ïðè ýòîì óêàçàííûå 2-ìåðíûå ïîäïðîñòðàí-ñòâà ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñòàâëÿòüñÿ ìåæäó ñîáîé. Îáîçíà÷èì ïîä-ãðóïïó òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÷åðåç Z/2[3]. Îïðåäåëèì öåïî÷êó ïîäãðóïïèíäåêñà 2:
Hc̄ ⊂ Hc ⊂ Z/2[3]. (13)Ïîäãðóïïà Hc îïðåäåëåíà êàê ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, èíâàðèàíòíûõíà êàæäîì 2-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì ïàðàìè âåêòîðîâ

(e1, e2), (e3, e4). Ýòà ïîäãðóïïà èçîìîð�íà ïðÿìîé ñóììå äâóõ ýêçåìïëÿ-ðîâ ãðóïïû D4, êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå èíâàðèàíòíî äåéñòâóåò â ñîîò-âåòñòâóþùåì 2-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Ïîäãðóïïà Hc̄ ⊂ Hc îïðåäåëå-íà êàê ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, èíâàðèàíòíûõ íà êàæäîì ëèíåéíîìïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííûõ âåêòîðàìè e1, e2.Ïóñòü (g, η,Ψ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç ImmD4(n − 2k, 2k) â ïðåä-ïîëîæåíèè, ÷òî n − 4k > 0 è ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ. Ïóñòü Ln−4k � ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê ïîãðóæåíèÿ
g : Nn−2k

# Rn. Îïðåäåëåíà áàøíÿ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé:
Ln−4k

Hc̄
→ Ln−4k

Hc
→ Ln−4k (14)â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëåíî ïàðàìåòðèçóþùååïîãðóæåíèå h : Ln−4k

# Rn. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ hîáîçíà÷èì ÷åðåç νL. Ýòî ðàññëîåíèå êðàññè�èöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ζ : Ln−4k → K(Z/3[3], 1). Öåïî÷êà ïîäãðóïï (13) èíäóöèðóåò áàøíþ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:

K(Hc̄, 1) ⊂ K(Hc, 1) ⊂ K(Z/2[3], 1) (15)íàä ïðîñòðàíñòâîì-îáðàçîì êëàññè�èöèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ ζ è áàø-íþ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé (14) íàä ïðîñòðàíñòâîì-ïðîîáðàçîì îòîáðàæå-íèÿ ζ . Íàêðûòèå LHc̄
→ Ln−4k, îïðåäåëåííîå �îðìóëîé (14), áóäåì íà-çûâàòü êàíîíè÷åñêèì 4-ëèñòíûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:
K(Hc̄, 1)→ K(Z/2, 1), (16)èíäóöèðîâàííîå ãîìîìîð�èçìîì

l[3] : Hc̄ → Z/2, (17)êîòîðûé îòâå÷àåò çà ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíîãî ñîáñòâåííîãî ïîäïðî-ñòðàíñòâà âåêòîðà e1. Îïðåäåëåíû êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ζ̄Hc̄ :14



L̄n−4k
Hc̄

→ K(Hc̄, 1) â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê 4-ëèñòíîìó íàêðûòèþ íàäîòîáðàæåíèåì ζ è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ζ̄sf : Ln−4k
Hc̄

→
K(Z/2, 1) â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè êëàññè�èöèðóþùåãî îòîáðàæåíèå
ζ̄Hc̄ ñ îòîáðàæåíèåì (16).Ïðåäëîæåíèå 8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, η,Ψ), ïðåäñòàâëÿþùåå ýëåìåíò èç ãðóïïû ImmD4(n−2k, 2k), ëåæèòâ îáðàçå ãîìîìîð�èçìà

δk : Immsf(n− k, k)→ ImmD4(n− 2k, 2k).Òîãäà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:
〈(ζ̄sf)n−4k; [L̄n−4k

Hc̄
]〉 = 〈(η̄sf)n−2k; [N̄n−2k]〉. (18)Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 8Ïóñòü g : Nn−2k

# Rn � ïîãðóæåíèå ñ D4�îñíàùåíèåì Ψ è 
 õàðàê-òåðèñòè÷åñêèì êëàññîì η : Nn−2k → K(D4, 1), ïðåäñòàâëÿþùåå ýëå-ìåíò èç ImmD4(n − 2k, 2k) èç îáðàçà δk. Ïóñòü Ln−4k�ìíîãîîáðàçèåäâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g, h : Ln−4k
# Rn�ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå, L̄n−4k → Ln−4k�êàíîíè÷åñêîå äâóëèñò-íîå íàêðûòèå. �àññìîòðèì îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà h̄∗([L̄n−4k]) ∈

Hn−4k(N
n−2k; Z/2) ïðè ïîãðóæåíèè h̄ : L̄n−4k

# Nn−2k è îáîçíà÷èì ÷åðåç
m ∈ H2k(Nn−2k; Z/2)�êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé â ñìûñëåÏóàíêàðå êëàññó ãîìîëîãèé h̄∗([L̄n−4k]). �àññìîòðèì òàêæå êîãîìîëîãè-÷åñêèé ýéëåðîâ êëàññ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ g, êîòîðûéîáîçíà÷èì ÷åðåç e ∈ H2k(Nn−2k; Z/2).Ïî Òåîðåìå �åðáåðòà (ñì. [E-G℄, Òåîðåìà 1.1) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà
(6). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ē ∈ H2k(N̄n−2k

sf ; Z/2), m̄ ∈ H2k(N̄n−2k
sf ; Z/2) � îáðàçûêîöèêëîâ e, m ñîîòâåòñòâåííî ïðè êàíîíè÷åñêîì äâóëèñòíîì íàêðûòèè

N̄n−2k
sf → Nn−2k. Ñïðàâåäëèâà òàêæå �îðìóëà:

ē = m̄,â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:
〈(η̄sf)n−4km̄; [N̄n−2k

sf ]〉 = 〈(η̄sf)n−4kē; [N̄n−2k
sf ]〉. (19)Ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (19) ðàâíà hD4

2k (JD4([g, η,Ψ])). Ýòî õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîå ÷èñëî â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû (7) ñîâïàäàåò ñ
hD4

k ([g, η,Ψ]) = 〈(η̄sf)n−2k; [N̄n−2k]〉 â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (18). Ïî-ñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû ζ̄sf : L̄n−4k
sf → K(Z/2, 1) è η̄sf |L̄sf15



ñîâïàäàþò, ëåâàÿ ÷àñòü �îðìóëû (19) ðàâíà õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó
〈(ζ̄sf)n−4k; [L̄n−4k

Hc̄
]〉 èç ëåâîé ÷àñòè �îðìóëû (18). Ïðåäëîæåíèå 8 äîêàçà-íî.2 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìûÏåðå�îðìóëèðóåì Îñíîâíóþ Òåîðåìó.Òåîðåìà 9. Ïðè l ≥ 6 ãîìîìîð�èçì h2l−2−8 : Immsf(3·2l−2+7, 2l−2−8)→

Z/2, çàäàííûé Îïðåäåëåíèåì 3, òðèâèàëåí.Âûâîä Îñíîâíîãî Ñëåäñòâèÿ èç Òåîðåìû 9�àññìîòðèì ãîìîìîð�èçì Jsf : Immsf(n−1, 1)→ Immsf(3·2l−2+7, 2l−2−
8). Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 4, h1 = h2l−2−8 ◦ J

sf . Ïóñòü ýëåìåíò â ãðóïïå
Immsf (n − 1, 1) ïðåäñòàâëåí ïîãðóæåíèåì f : Mn−1

# Rn, w1(M) = κ.Çíà÷åíèå hk(J
sf (f)), ãäå k = 2l−2 − 8, ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì÷èñëîì 〈κn−1; [Mn−1]〉. Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 9, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 9 ïîòðåáóþòñÿ ââåñòè äîïîëíèòåëüíûåîïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïï Id ⊂ Ia ⊂ D4, Ib ⊂ D4Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ia =⊂ D4 öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 4 èíäåêñà 2,ñîäåðæàùóþ íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû a, a2, a3 ∈ D4 (ò.å. ïîðîæäåííóþïðåîáðàçîâàíèåì ïîâîðîòà, ìåíÿþùèì êîîðäèíàòíûå îñè). Îáîçíà÷èì÷åðåç Id ⊂ Ia � ïîäãðóïïó 
 íåòðèâèàëüíûì ýëåìåíòîì a2 ( ïðåîáðàçî-âàíèå öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ib ⊂ D4 � ïîäãðóïïó
 îáðàçóþùèìè a2, ab (ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî áèññåê-òðèññû ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè).Îïðåäåëåíû ãîìîìîð�èçìû âêëþ÷åíèÿ ïîäãðóïï: id,a : Id ⊂ Ia id,b :

Id ⊂ Ib. Â ñëó÷àå, åñëè îáðàç ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé D4 ñîîòâåòñòâó-þùèé èíäåêñ ïðè ãîìîìîð�èçìàõ âêëþ÷åíèé îïóñêàåòñÿ: id : Id ⊂ D4,
ia : Ia ⊂ D4, ib : Ib ⊂ D4.

16



Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïïû iQa
: Qa ⊂ Z/2[3]Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qa � ãðóïïó êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8. Ýòà ãðóïïà çàäà-íà êîïðåäñòàâëåíèåì {i, j,k|ij = k = −ji, jk = i = −kj,ki = j = −ik, i2 =

j2 = k2 = −1}. Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå χ+ : Qa → SO(4).Ïðåäñòàâëåíèå χ+ (ìàòðèöà äåéñòâóåò ñëåâà íà âåêòîð-ñòîëáåö) ïåðåâî-äèò åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû i, j,k â ìàòðèöû








0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0









, (20)








0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0









, (21)








0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0









. (22)Óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿåò ïîäãðóïïó iQa
: Qa ⊂ Z/2[3] ⊂ O(4).Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïï Id ⊂ Ia ⊂ QaÎáîçíà÷èì ÷åðåç iId,Qa

: Id ⊂ Qa � öåíòðàëüíóþ ïîäãðóïïó â êâàòåðíè-îííîé ãðóïïå, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ òàêæå öåíòðàëüíîé è âî âñåé ãðóïïå
Z/2[3].Îáîçíà÷èì ÷åðåç iIa,Qa

: Ia ⊂ Qa � ïîäãðóïïó â êâàòåðíèîííîé ãðóïïå,ïîðîæäåííóþ êîìïëåêñíûì êâàòåðíèîíîì i.Îïðåäåëåíû òàêæå ãîìîìîð�èçìû âêëþ÷åíèÿ iId
: Id ⊂ Z/2[3], iQa

:
Qa ⊂ Z/2[3]Îïðåäåëåíèå 10. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå η : Nn−2k → K(D4, 1) íà-çûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãî îòîá-ðàæåíèÿ µa : Nn−2k → K(Ia, 1) è âêëþ÷åíèÿ ia : K(Ia, 1) ⊂ K(D4, 1).Îïðåäåëåíèå 11. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ : Ln−4k → K(Z/2[3], 1)íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãîîòîáðàæåíèÿ λa : Ln−4k → K(Qa, 1) è âêëþ÷åíèÿ K(Qa, 1) ⊂ K(Z/2[3], 1).17



Íèæå íàì ïîòðåáóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîñòðàíñòâ Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà K(Ia, 1), K(Qa, 1) è îïèñàíèå êîíå÷íîìåðíûõ îñòîâîâ ýòèõïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå ìû íàïîìíèì. �àññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíóþ ñ�å-ðó S∞ (ýòî ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðÿìîéïðåäåë áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè âëîæåíèé ñòàíäàðòíûõ ñ�åð íå÷åòíîé ðàç-ìåðíîñòè,
S∞ = lim

−→
(S1 ⊂ S3 ⊂ · · · ⊂ S2j−1 ⊂ S2j+1 ⊂ . . . ).Ïðè ýòîì S2j−1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå S2j−1 = {(z1, . . . , zj) ∈

Cj ||z1|
2 + · · · + |zj |

2 = 1}. Ïóñòü i(z1, . . . , zj) = (iz1, . . . , izj). Òåì ñà-ìûì, ïðîñòðàíñòâî S2j−1/i ñëóæèò (2j − 1)-ìåðíûì îñòîâîì ïðîñòðàí-ñòâà S∞/i, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ (2j−1)-ìåðíûì ëèíçîâûì ïðîñòðàíñòâîìíàä Z/4. Ñàìî ïðîñòðàíñòâî S∞/i ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà K(Ia, 1).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K(Qa, 1). �àññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíóþñ�åðó S∞ (ýòî ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàêïðÿìîé ïðåäåë áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè âëîæåíèé ñòàíäàðòíûõ ñ�åð:
S∞ = lim

−→
(S3 ⊂ S7 ⊂ · · · ⊂ S4j−1 ⊂ S4j+3 ⊂ . . . ).Îïðåäåëåíî ïîêîîðäèíàòíîå äåéñòâèå Qa × (C2)j → (C2)j íà êàæ-äîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì C2 â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè 20, 21, 22. Òåìñàìûì, ïðîñòðàíñòâî S4j−1/Qa ñëóæèò (4j − 1)-ìåðíûì îñòîâîì ïðî-ñòðàíñòâà S∞/Qa è íàçûâàåòñÿ (4j−1)-ìåðíûì ëèíçîâûì ïðîñòðàíñòâîìíàä Qa. Ñàìî ïðîñòðàíñòâî S∞/Qa ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà K(Qa, 1).Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà hµa,kÏóñòü â ïðåäïîëîæåíèè n > 2k íà ìíîãîîáðàçèè òî÷åê ñàìîïåðåñå÷å-íèÿ Nn−2k ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ îïðåäåëåíî ïðîèçâîëüíîåîòîáðàæåíèå µa : Nn−2k → K(Ia, 1). Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñ-ëî hµa,k ïî �îðìóëå:
hµa,k = 〈µ̄∗

ax; [N̄
n−2k
a ]〉, (23)ãäå µ̄a : N̄n−2k

a → K(Id, 1) � äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä îòîáðàæåíèåì
µa : Nn−2k

a → K(Ia, 1), èíäóöèðîâàííîå íàêðûòèåì K(Id, 1) → K(Ia, 1),
x ∈ Hn−2k(K(Id, 1); Z/2) � îáðàçóþùàÿ, [N̄n−2k

a ] � �óíäàìåíòàëüíûéêëàññ ìíîãîîáðàçèÿ N̄n−2k
a . (Ìíîãîîáðàçèå N̄n−2k

a ñîâïàäàåò ñ êàíîíè-÷åñêèì 2-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì N̄n−2k, åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
η : Nn−2k → K(D4, 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.)18



Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà hλa,kÏóñòü â ïðåäïîëîæåíèè n > 4k íà ìíîãîîáðàçèè òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
Ln−4k D4�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ îïðåäåëåíî ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæå-íèå λa : Ln−4k → K(Qa, 1). Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî hλa,kïî �îðìóëå:

hλa,k = 〈λ̄∗ay; [L̄a]〉, (24)ãäå y ∈ Hn−4k(K(He, 1); Z/2) � îáðàçóþùàÿ, λ̄a : L̄n−4k
a → K(He, 1) �4-ëèñòíîå íàêðûòèå íàä îòîáðàæåíèåì λa, èíäóöèðîâàííîå èç íàêðûòèÿ

K(He, 1)→ K(Qa, 1), [L̄a]� �óíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−4k
a .(Ìíîãîîáðàçèå L̄n−4k

a íå ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 4-ëèñòíûì íàêðûâà-þùèì L̄n−4k, åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ íå ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîí-íûì.) ãäå λ̄a : L̄n−4k
a → K(He, 1) � 4-ëèñòíîå íàêðûòèå íàä îòîáðàæåíèåì

λa : Ln−4k
a → K(Qa, 1), èíäóöèðîâàííîå íàêðûòèåì K(Qe, 1)→ K(Qa, 1),

y ∈ Hn−4k(K(He, 1); Z/2) � îáðàçóþùàÿ, [L̄n−4k
a ] � �óíäàìåíòàëüíûéêëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−4k

a . (Ìíîãîîáðàçèå L̄n−4k
a ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷å-ñêèì 4-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì Ln−4k

Hc̄
, åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå

ζ : Ln−4k → K(Z/2[3], 1) ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì.)Ëåììà 12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (f :
Mn−k

# Rn, κ,Ξ) ñ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Nn−2k, äëÿ êîòîðîãîêëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå η íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ îêàçûâàåò-ñÿ öèêëè÷åñêèì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
hk(f, κ,Ξ) = hµa,k,ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëåíî äëÿ òàêîãîîòîáðàæåíèÿ µa, ÷òî η = ia ◦ µa, ia : Ia ⊂ D4.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 12�àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå µ̄a : N̄n−2k

a → K(Id, 1) íàä îòîáðà-æåíèåì µa : Nn−2k → K(Ia, 1), èíäóöèðîâàííîå äâóëèñòíûì íàêðûòèåì
K(Id, 1)→ K(Ia, 1) íàä ïðîñòðàíñòâîì�îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ. Ïîñêîëüêóñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå η ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, ìíîãîîáðàçèå N̄n−2k

añîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûâàþùèì N̄n−2k íàä ìíîãî-îáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Nn−2k ïîãðóæåíèÿ f . Äîêàçàòåëüñòâî ëåììûâûòåêàåò èç Ëåììû 7, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ µ̄a è η̄ ñîâïàäàþò è õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî hµa,k âû÷èñëÿåòñÿ êàê â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà(12). 19



Ëåììà 13. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî D4�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g :
Nn−2k

# Rn, η,Ψ) ñ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Ln−4k, äëÿ êîòîðîãîêëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ζ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ îêàçûâàåò-ñÿ êâàòåðíèîííûì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
hk(g, η,Ψ) = hλa,k,ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëåíî äëÿ òàêîãîîòîáðàæåíèÿ λa, ÷òî ζ = ia ◦ λa, ia : Qa ⊂ Z/2[3].Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 13�àññìîòðèì 4-ëèñòíîå íàêðûòèå λ̄a : L̄n−4k

a → K(Hd, 1) íàä îòîáðà-æåíèåì λa : Ln−4k → K(Qa, 1), èíäóöèðîâàííîå 4-ëèñòíûì íàêðûòè-åì K(Qe, 1) → K(Qa, 1) íàä ïðîñòðàíñòâîì�îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ. Ïî-ñêîëüêó ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì, ìíîãîîá-ðàçèå L̄n−4k
a ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 4-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì L̄n−4k

sfíàä ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Ln−4k ïîãðóæåíèÿ g. Äîêàçà-òåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 8, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ λ̄aè ζ̄sf ñîâïàäàþò è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî hλa,k âû÷èñëÿåòñÿ ïî îòîá-ðàæåíèþ λ̄a êàê â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (18).Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü Nn−2k � ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìî-ïåðåñå÷åíèÿ ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (f,Ξ, κ) â ïðåäïîëîæå-íèè, ÷òî f : Mn−k
# Rn � ïîãðóæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñêàæåì, ÷òîýòî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå äîïóñêàåò öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòó-ðó, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå µa : Nn−2k → K(Ia, 1) (ïðè ýòîì, âîîáùåãîâîðÿ, êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå η öèêëè÷åñêèì íå ïðåäïîëàãà-åòñÿ) òàêîå, ÷òî hµa,k = hk(f,Ξ, κ).Ïðèìåð 15. Èç Ëåììû 10 âûòåêàåò, ÷òî åñëè êëàññè�èöèðóþùåå îòîá-ðàæåíèå η ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, òî öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìîæíî çà-äàòü îòîáðàæåíèåì µa : Nn−2k → K(Ia, 1), ãäå ia ◦ µa = η, ia : K(Ia, 1) ⊂

K(D4, 1).Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü Ln−4k�ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìî-ïåðåñå÷åíèÿ D4-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g,Ψ, η) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
g : Nn−2k

# R
n�ïîãðóæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñêàæåì, ÷òî ýòî D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå äîïóñêàåò êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó, åñëè ñó-ùåñòâóåò îòîáðàæåíèå λa : Ln−4k → K(Qa, 1) (ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ,êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ζ öèêëè÷åñêèì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ) òà-êîå, ÷òî hλa,k = hk(g,Ψ, η). 20



Ïðèìåð 17. Èç Ëåììû 11 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
ζ ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì, òî êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó ìîæíî çàäàòüîòîáðàæåíèåì λa : Ln−4k → K(Qa, 1), ãäå iQa

◦ λa = ζ , iQa
: K(Qa, 1) ⊂

K(Z/2[3], 1).Íàì ïîòðåáóåòñÿ 
�îðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå öèêëè÷åñêîé è êâàòåðíè-îííîé ñòðóêòóð áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f : Mn−k →
Rn, g : Nn−2k → Rn ÿâëÿþòñÿ ïîãðóæåíèÿìè. Ìû ñ�îðìóëèðóåì íåîáõî-äèìîå îïðåäåëåíèå â ìèíèìàëüíîé îáùíîñòè â ïðåäïîëîæåíèè Mn−k =
RPn−k, Nn−2k = Sn−2k/i. Èòàê, ïóñòü d : RPn−k → Rn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèìîòîáðàæåíèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ.�àññìîòðèì êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî

(RPn−k ×RPn−k \∆RPn−k)/T ′, (25)êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ "âçðåçàííûé êâàäðàò" ïðîñòðàíñòâà RPn−k.Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷åíî ïóòåì �àêòîðèçàöèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿáåç äèàãîíàëè ïî èíâîëþöèè T ′ : RPn−k × RPn−k → RPn−k × RPn−k, ïåðå-ñòàâëÿþùåé êîîðäèíàòû. Ïîñòðîåííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûììíîãîîáðàçèåì.Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Γ̄0 êàê ñ�åðè÷åñêîå ðàçäóòèå ïðîñòðàíñòâà
RPn−k × RPn−k \ Σdiag â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè. Ñ�åðè÷åñêèì ðàçäóòè-åì íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòåêîìïàêòè�èêàöèè îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ RPn−k×RPn−k \Σdiag ïîñðåä-ñòâîì ïîñëîéíîãî âêëåèâàíèÿ ñëîåâ ñ�åðèçàöèè STΣdiag êàñàòåëüíîãîðàññëîåíèÿ TΣdiag â îêðåñòíîñòè íóëåé ñëîåâ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿäèàãîíàëè Σdiag ⊂ RPn−k ×RPn−k. Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ:

RPn−k × RPn−k \ Σdiag ⊂ Γ̄0,

STΣdiag ⊂ Γ̄0.Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄0 îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ T̄ ′ : Γ̄0 → Γ̄0, êî-òîðàÿ îïðåäåëåíà êàê ïðîäîëæåíèå èíâîëþöèè T ′. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
Γ̄0/T̄

′ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Γ0, à ñîîòâåòñòâóþùåå äâóëèñòíîå íàêðûòèå÷åðåç
pΓ0 : Γ̄0/T̄

′ → Γ0.Ïðîñòðàíñòâî Γ0 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì è îíî íàçûâàåòñÿ ïðî-ñòðàíñòâîì ðàçäóòèÿ êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà (25). Îïðåäåëåíà21



ïðîåêöèÿ p∂Γ0 : ∂Γ0 → RPn−k, ýòî îòîáðàæåíèå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿðàçðåøåíèåì äèàãîíàëè.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ d îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî N(d) òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d ïî �îðìóëå:
N(d) = Cl{([x, y]) ∈ int(Γ0) : y 6= x, d(y) = d(x)}. (26)Ïî òåîðåìå Ïîðòåóñà [Por℄ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå dîáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðîñòðàíñòâî N(d) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåìðàçìåðíîñòè n − 2k. Ýòî ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn−2k(d) è íà-çîâåì ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ïðè ýòîì�îðìóëà (26) îïðåäåëÿåò âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì:

iN(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) ⊂ (Γ0, ∂Γ0).Êðàé ∂Nn−2k(d) ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k(d) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåìðàçðåøåíèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ d. Îòîáðàæåíèå p∂Γ0 ◦
i∂N(d)|∂N(d) : ∂Nn−2k(d) ⊂ ∂Γ̄0 → RPn−k íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ðàç-ðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ d, îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå ÷åðåç
resd : ∂N(d)→ RPn−k. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå

pN(d) : N̄(d)n−2k → N(d)n−2k, (27)ðàçâåòâëåííîå íàä êðàåì ∂N(d)n−2k (íàä ýòèì êðàåì íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿäè��åîìîð�èçìîì). Ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîììó-òàòèâíîé:
iN̄(d) : (N̄n−2k(d), ∂Nn−2k(d)) ⊂ (Γ̄0, ∂Γ0)

↓ pN(d) ↓ pΓ0

iN(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) ⊂ (Γ0, ∂Γ0).Îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηN : Nn−k(d)→ K(D4, 1)Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ηΓ0 : Γ0 → K(D4, 1), êîòîðîå íàçîâåì ñòðóê-òóðíûì îòîáðàæåíèåì "âçðåçàííîãî êâàäðàòà". Çàìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå
Γ̄0 ⊂ RPn−k × RPn−k èíäóöèðóåò èçîìîð�èçì �óíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï,ò.ê. êîðàçìåðíîñòü äèàãîíàëè ∆RPn−k ⊂ RPn−k × RPn−k ðàâíà n − k ≥ 3.Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

π1(Γ̄0) = H1(Γ̄0; Z/2) = Z/2⊕ Z/2. (28)22



�àññìîòðèì èíäóöèðîâàííûé àâòîìîð�èçì T ′
∗ : H1(Γ̄0; Z/2) →

H1(Γ̄0; Z/2). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò àâòîìîð�èçì íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåí-íûì. Çà�èêñèðóåì èçîìîð�èçì ãðóïï H1(Γ̄0; Z/2) è Ic, ïðè êîòî-ðîì îáðàçóþùàÿ ïåðâîãî (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîãî) ñëàãàåìîãî ãðóïïû
H1(Γ̄0; Z/2) (ñì. (28)) ïåðåõîäèò â îáðàçóþùóþ ab ∈ Ic ⊂ D4 (ñîîòâåò-ñòâåííî, ba ∈ Ic ⊂ D4), êîòîðàÿ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè D4 îïðåäå-ëåíà ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âòîðîé (ñîîòâåòñòâåííî,ïåðâîé) êîîðäèíàòíîé îñè.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àâòîìîð�èçì âíåøíåãî ñîïðÿæåíèÿ ïîäãðóïïû
Ic ⊂ D4 íà ýëåìåíò b ∈ D4 \ Ic (â ýòîé �îðìóëå ýëåìåíò b ìîæíî âû-áðàòü ïðîèçâîëüíûì), îïðåäåëåííûé �îðìóëîé x 7→ bxb−1 ïåðåõîäèò ïðèïîñòðîåííîì èçîìîð�èçìå â àâòîìîð�èçì T ′

∗. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
π1(Γ0) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû π1(Γ̄0) ïîñðåäñòâîìýëåìåíòà b, è ýòî ðàñøèðåíèå îäíîçíà÷íî 
 òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìàîïðåäåëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì T ′

∗. Ïîýòîìó π1(Γ0) ≃ D4 è, çíà÷èò, îïðå-äåëåíî îòîáðàæåíèå ηΓ0 : Γ0 → K(D4, 1).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ηΓ0 |∂Γ0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿâ ïîäïðîñòðàíñòâå K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1). Îòîáðàæåíèå ηΓ0 èíäóöèðóåòîòîáðàæåíèå ηN : (N(d), ∂N(d)) → (K(D4, 1), K(Ib, 1)), êîòîðîå íàçîâåìñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì. Òàêæå íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãîìîòîïè-÷åñêèé êëàññ êîìïîçèöèè ∂N(d)
η
−→ K(Ib, 1)

pb−→ K(Id, 1) ñîâïàäàåò ñõàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì κ ◦ resd : ∂N(d)→ RPn−k → K(Id, 1),êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé
resd : ∂N(d)n−2k → RPn−k è âëîæåíèÿ îñòîâà RPn−k ⊂ K(Id, 1) â êëàññè-�èöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî.Îïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû äëÿ îòîáðàæåíèÿ d :
RPn−k → Rn ñ îñîáåííîñòüþÏóñòü d : RPn−k → Rn� êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî ïîëîæå-íèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåþùåå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, k ≡ 0 (mod 2). Ïóñòüìíîãîîáðàçèå Nn−2k(d), âîîáùå ãîâîðÿ, ñ íåïóñòûì êðàåì ∂Nn−2k(d), ñëó-æèò ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Îòîáðàæåíèå
µa,N(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) → (K(Ia, 1), K(Id, 1)) íàçûâàåòñÿ öèêëè-÷åñêîé ñòðóêòóðîé îòîáðàæåíèÿ d, åñëè µa,N(d) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìóóñëîâèþ:

µa,N(d)|∂Nn−2k(d) = (ia ◦ κ)|∂N(d), (29)ãäå κ : RPn−k → K(Id, 1) � êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ îá-ðàçóþùåãî êëàññà êîãîìîëîãèé, ia : K(Id, 1) ⊂ K(Ia, 1) � îòîáðàæå-23



íèå êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, èíäóöèðîâàííîå âêëþ÷åíèåì ïîä-ãðóïï id,a : Id ⊂ Ia, è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå
〈µ∗

a,N(d)(t); [N
n−2k(d), ∂Nn−2k(d)]〉 = 1, (30)ãäå t ∈ Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ êî-ãîìîëîãèé, êîòîðûé ïåðåõîäèò â îáðàçóþùèé êëàññ êîãîìîëî-ãèé â ãðóïïå Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2) ïðè èíäóöèðîâàííîì ãîìîìîð-�èçìå j∗ : Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2) → Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2),

[Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)] � îòíîñèòåëüíûé �óíäàìåíòàëüíûé öèêë ìíîãîîá-ðàçèÿ.Ïóñòü c : Sn−2k/i → Rn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ.�àññìîòðèì êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî
(Sn−2k/i× Sn−2k/i \∆Sn−2k)/T ′, (31)êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ "âçðåçàííûé êâàäðàò" ëèíçîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà Sn−2k/i. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷åíî ïóòåì �àêòîðèçàöèè ïðÿìî-ãî ïðîèçâåäåíèÿ áåç äèàãîíàëè ïî èíâîëþöèè T ′ : Sn−2k/i × Sn−2k/i →

Sn−2k/i × Sn−2k/i, ïåðåñòàâëÿþùåé êîîðäèíàòû. Ïîñòðîåííîå ïðîñòðàí-ñòâî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîãîîáðàçèåì.Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Γ̄1 êàê ñ�åðè÷åñêîå ðàçäóòèå ïðîñòðàíñòâà
Sn−2k/i×Sn−2k/i\∆Sn−2k â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè. Ñ�åðè÷åñêèì ðàçäó-òèåì íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòåêîìïàêòè�èêàöèè îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Sn−2k/i× Sn−2k/i \ Σdiag ïî-ñðåäñòâîì ïîñëîéíîãî âêëåèâàíèÿ ñëîåâ ñ�åðèçàöèè STΣdiag êàñàòåëüíî-ãî ðàññëîåíèÿ TΣdiag â îêðåñòíîñòè íóëåé ñëîåâ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿäèàãîíàëè Σdiag ⊂ Sn−2k × Sn−2k. Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ:

Sn−2k × Sn−2k \ Σdiag ⊂ Γ̄1,

STΣdiag ⊂ Γ̄1.Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄1 îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ T̄ ′ : Γ̄1 → Γ̄1, êî-òîðàÿ îïðåäåëåíà êàê ïðîäîëæåíèå èíâîëþöèè T ′. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
Γ̄1/T̄

′ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Γ1, à ñîîòâåòñòâóþùåå äâóëèñòíîå íàêðûòèå÷åðåç
pΓ1 : Γ̄1/T̄

′ → Γ1.Ïðîñòðàíñòâî Γ1 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì è îíî íàçûâàåòñÿ ïðî-ñòðàíñòâîì ðàçäóòèÿ êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà (31). Îïðåäåëåíà24



ïðîåêöèÿ p∂Γ1 : ∂Γ1 → Sn−2k/i, ýòî îòîáðàæåíèå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿðàçðåøåíèåì äèàãîíàëè.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ c îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî L(c) òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c ïî �îðìóëå:
L(c) = Cl{([x, y]) ∈ int(Γ1) : y 6= x, c(y) = c(x)}. (32)Ïî òåîðåìå Ïîðòåóñà [Por℄ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå

c îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðîñòðàíñòâî L(c) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåìðàçìåðíîñòè n − 4k. Ýòî ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−4k(c) è íà-çîâåì ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c. Ïðè ýòîì�îðìóëà (32) îïðåäåëÿåò âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì:
iL(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) ⊂ (Γ1, ∂Γ1).Êðàé ∂Ln−4k(c) ìíîãîîáðàçèÿ Ln−4k(c) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåìðàçðåøåíèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ c. Îòîáðàæåíèå p∂Γ1 ◦

i∂L(c)|∂L(c) : ∂Ln−4k(c) ⊂ ∂Γ̄1 → Sn−2k/i íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ðàç-ðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ c, îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå ÷åðåç
resL(c) : ∂L(c)→ Sn−2k/i. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå

pL(c) : L̄(c)n−4k → L(c)n−4k, (33)ðàçâåòâëåííîå íàä êðàåì ∂L(c)n−4k; íàä ýòèì êðàåì íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿäè��åîìîð�èçìîì. Ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ êîììóòà-òèâíîé:
iL̄(c) : (L̄n−4k(c), ∂Ln−4k(c)) ⊂ (Γ̄1, ∂Γ1)

↓ pL(c) ↓ pΓ1

iL(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) ⊂ (Γ1, ∂Γ1).Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïïû H ⊂ Z/2[3]�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R4 
 áàçèñîì (e1, e2, e3, e4). Âåêòîðà áàçèñàóäîáíî îòîæäåñòâèòü ñ áàçèñíûìè åäèíè÷íûìè êâàòåðíèîíàìè (1, i, j,k),÷òî èíîãäà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ, ò.ê. ïîçâîëèò óïðîñòèòü �îðìóëû íåêî-òîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó
H ⊂ Z/2[3] (34)25



êàê ïîäãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:� â êàæäîé ïëîñêîñòè (e1 = 1, e2 = i), (e3 = j, e4 = k) äîïóñêàåòñÿ(âçàèìíî íåçàâèñèìûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ, êðàòíûå óìíîæåíèþ íà êâàòåð-íèîí i. Ïîäãðóïïó âñåõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Hc, ýòîïîäãðóïïà èçîìîð�íà Z/4⊕ Z/4.� ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåñòàâëÿþùåå ìåæäó ñîáîé îäíîâðåìåííî ïàðóáàçèñíûõ âåêòîðîâ e1 = 1 è e3 = j è ïàðó áàçèñíûõ âåêòîðîâ e2 = i è
e4 = k, ñîõðàíÿÿ èõ íàïðàâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÷åðåç
t ∈ Hc.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñàìà ãðóïïà H èìååò ïîðÿäîê 32 è ÿâëÿåòñÿïîäãðóïïîé H ⊂ Z/2[3] èíäåêñà 4.Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïïû Hb ⊂ H è ìîíîìîð�èçìà iIa,H : Ia ⊂ H.Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì âêëþ÷åíèÿ iIa,H : Ia ⊂ H, êîòîðûé ïåðåâî-äèò îáðàçóþùóþ ãðóïïû Ia â ïðåîáðàçîâàíèå óìíîæåíèÿ íà êâàòåðíè-îí i, äåéñòâóþùåå îäíîâðåìåííî â êàæäîé ïëîñêîñòè (e1 = 1, e2 = i),
(e3 = j, e4 = k). Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó Hb ⊂ H êàê ñóììó ïîäãðóïïû
iIa,H : Ia ⊂ H è ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé îáðàçóþùåé t ∈ H. Ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî ñàìà ãðóïïà Hb èìååò ïîðÿäîê 16 è èçîìîð�íà ãðóïïå
Z/4⊕Z/2. Ïîäãðóïïà Hb ⊂ H èìååò èíäåêñ 2. Îïðåäåëåíû òàêæå ãîìî-ìîð�èçì âêëþ÷åíèÿ iIa,Hb

: Ia ⊂ Hb ïîäãðóïï è ãîìîìîð�èçì ïðîåêöèè
pHb,Ia

: Hb → Ia, òàêèå, ÷òî ãîìîìîð�èçì êîìïîçèöèè Ia

iIa,Hb−→ Hb

pHa,Ia−→ Iaÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì.Îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζ : Ln−4k(c)→ K(H, 1)Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ζΓ1 : Γ1 → K(H, 1), êîòîðîå íàçîâåì ñòðóê-òóðíûì îòîáðàæåíèåì "âçðåçàííîãî êâàäðàòà". Çàìåòèì, ÷òî âêëþ÷å-íèå Γ̄1 ⊂ Sn−2k/i × Sn−2k/i èíäóöèðóåò èçîìîð�èçì �óíäàìåíòàëüíûõãðóïï, ò.ê. êîðàçìåðíîñòü äèàãîíàëè ∆Sn−2k/i ⊂ Sn−2k/i × Sn−2k/i ðàâíà
n− 2k ≥ 3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

π1(Γ̄1) = H1(Γ̄1; Z/4) = Z/4⊕ Z/4. (35)�àññìîòðèì èíäóöèðîâàííûé àâòîìîð�èçì T ′
∗ : H1(Γ̄1; Z/4) →

H1(Γ̄1; Z/4). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò àâòîìîð�èçì íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåí-íûì. Çà�èêñèðóåì ìîíîìîð�èçì ãðóïï H1(Γ̄1; Z/4) â ãðóïïó Hc, ïðè êî-òîðîì îáðàçóþùàÿ ïåðâîãî (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîãî) ñëàãàåìîãî ãðóïïû26



H1(Γ̄1; Z/2) (ñì. (35)) ïåðåõîäèò â îáðàçóþùóþ, êîòîðàÿ â ñòàíäàðòíîìïðåäñòàâëåíèè ïîäãðóïïû Hc ⊂ H ⊂ Z/2[3] îïðåäåëåíà óìíîæåíèåì íàêâàòåðíèîí i â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (1, i) (ñîîòâåòñòâåííî, â ïëîñêîñòè
(j,k)) è íåïîäâèæíî â äîïîëíèòåëüíîé ïëîñêîñòè.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àâòîìîð�èçì âíåøíåãî ñîïðÿæåíèÿ ïîäãðóïïû
Hc ⊂ H íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò b ∈ H \Hc, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé
x 7→ bxb−1, ïåðåõîäèò ïðè ïîñòðîåííîì èçîìîð�èçìå 35 â àâòîìîð�èçì
T ′
∗. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(Γ1) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíè-åì ãðóïïû π1(Γ̄1) ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà b, è ýòî ðàñøèðåíèå îäíîçíà÷íî
 òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà îïðåäåëÿåòñÿ àâòîìîð�èçìîì T ′

∗. Ïîýòîìó
π1(Γ1) ≃ H è, çíà÷èò, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ζΓ1 : Γ1 → K(H, 1).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ζΓ1|∂Γ1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âïîäïðîñòðàíñòâå K(Hb, 1) ⊂ K(H, 1). Îòîáðàæåíèå ζΓ1 èíäóöèðóåò îòîá-ðàæåíèå ζ : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c))→ (K(H, 1), K(Hb, 1)), êîòîðîå íàçîâåìñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì. Òàêæå íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãîìîòîïè-÷åñêèé êëàññ êîìïîçèöèè ∂Ln−4k(c)

ζ
−→ K(Hb, 1)

pHb,Id−→ K(Ia, 1) ñîâïà-äàåò ñ îòîáðàæåíèåì η ◦ resc : ∂Ln−4k(c) → Sn−2k/i → K(Ia, 1), êîòî-ðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííî-ñòåé resc : ∂L(c)n−2k → Sn−2k/i è âëîæåíèÿ îñòîâà η : Sn−2k/i ⊂ K(Ia, 1)â êëàññè�èöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî.Îïðåäåëåíèå êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû äëÿ îòîáðàæåíèÿ c :
Sn−2k/i→ Rn ñ îñîáåííîñòüþÏóñòü c : Sn−2k/i→ Rn� êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî ïîëîæå-íèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåþùåå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, k ≡ 0 (mod 2). Ïóñòüìíîãîîáðàçèå Ln−4k(c), âîîáùå ãîâîðÿ, ñ íåïóñòûì êðàåì ∂Ln−4k(c) ÿâëÿ-åòñÿ ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c. Îòîáðàæåíèå
λa,L(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) → (K(H, 1), K(Hb, 1)) íàçûâàåòñÿ öèêëè-÷åñêîé ñòðóêòóðîé îòîáðàæåíèÿ c, åñëè λa,L(c) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìóóñëîâèþ:

λa,L(c)|∂Ln−4k(c) = (iHb,Ia
◦ λa,L(c))|∂Ln−4k(c), (36)ãäå η : Sn−2k → K(Ia, 1) � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå îáðàçóþùåãîêëàññà êîãîìîëîãèé (âêëþ÷åíèå îñòîâà â êëàññè�èöèðóþùåå ïðîñòðàí-ñòâî), iIa,Hb

: K(Ia, 1) ⊂ K(Hb, 1)� îòîáðàæåíèå êëàññè�èöèðóþùèõ ïðî-ñòðàíñòâ, èíäóöèðîâàííîå ãîìîìîð�èçìîì âêëþ÷åíèÿ iIa,Hb
: Ia ⊂ Hb è,êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå:

〈λ∗a,L(c)(t); [L
n−4k(c), ∂Ln−4k(c)]〉 = 1, (37)27



ãäå t ∈ Hn−4k(K(Qa, 1), K(Ia, 1); Z/2) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ êî-ãîìîëîãèé, êîòîðûé ïåðåõîäèò â îáðàçóþùèé êëàññ êîãîìîëîãèéâ ãðóïïå Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2) ïðè èíäóöèðîâàííîì ãîìîìîð�èç-ìå j∗ : Hn−4k(K(Qa, 1), K(Ia, 1); Z/2) → Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2),
[Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)] � îòíîñèòåëüíûé �óíäàìåíòàëüíûé öèêë ìíîãîîá-ðàçèÿ.Ñëåäóþùèå äâå ëåììû íåîáõîäèìû äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè îïðå-äåëåíèé öèêëè÷åñêîé è êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû.Ëåììà 18. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ëåâîé ÷àñòüþ�îðìóëû (30), íå çàâèñèò îò âûáîðà êëàññà êîãîìîëîãèé t ∈
Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2), äëÿ êîòîðîãî j∗(t) ∈ Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2)ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì êëàññîì.Ëåììà 19. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ëåâîé ÷àñòüþ�îðìóëû (37), íå çàâèñèò îò âûáîðà êëàññà êîãîìîëîãèé t ∈
Hn−4k(K(Qa, 1), K(Ia, 1); Z/2), äëÿ êîòîðîãî j∗(t) ∈ Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2)ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì êëàññîì.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 18Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äðóãîì âûáîðå t′ ïîëó÷èì, ÷òî t − t′ ∈ Imδ∗ :
Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2) → Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2)). Ñëåäîâàòåëü-íî, êëàññ µ∗

a,N(d)(t) − µ∗
a,N(d)(t

′) ∈ Hn−2k(Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d); Z/2)) ïî-ëó÷åí â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êîãðàíè÷íîãî ãîìîìîð�èçìà δ∗ :
Hn−2k−1(∂Nn−2k(d); Z/2) → Hn−2k(Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d); Z/2) ê íåêîòîðî-ìó ýëåìåíòó x = µ∗

a(q), ãäå q ∈ Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2) � îáðàçóþùèéêëàññ êîãîìîëîãèé. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ãîìîìîð�èçì
(µa,N(d)|∂N(d))

∗ : Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2)→ Hn−2k−1(∂Nn−2k(d); Z/2)ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðà-çèå ∂Nn−2k(d) ⊂ RPn−k ïðåäñòàâëÿåò íóëåâîé ãîìîëîãè÷åñêèéêëàññ. Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàñ-ñîâ Øòè�åëÿ-Óèòíè (ñì. [M-S℄, ïàðàãðà� 12), êëàññ [∂Nn−2k(d)] ∈
Hn−2k−1(RPn−k; Z/2) äâîéñòâåííåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîìó êëàññó w̄k+1(RPn−k) Øòè�åëÿ-Óèòíè íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä
RPn−k, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ãîìîëîãèé, ïðåïÿòñòâóþùèì ê ïî-ñòðîåíèþ ðåäóêöèè ñòàáèëüíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ýòîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ äî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ðàçìåðíîñòè k. Âñïîìíèì, ÷òî
n = 2l−1, ïîýòîìó ñàìûé ñòàðøèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ w̄∗(RPn−k)28



(íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ) èìååò ðàçìåðíîñòü k è w̄k+1(RPn−k) = 0 (Íà-ïðèìåð, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå n = 4, k = 1 ïîëó÷èì w̄2(RP2) = 0.) Ëåììà18 äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 19 àíàëîãè÷íî è îïóñêàåòñÿ.Ïóñòü d : RPn−k → Rn � êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ, (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) � ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì äâîéíûõ òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ïóñòü çàäàííî îòîáðàæåíèå µa,N(d) :
(Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d))→ (K(Ia, 1), K(Id, 1)), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íî-ìó óñëîâèþ (29). Íàì ïîòðåáóåòñÿ êðèòåðèé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îòîáðà-æåíèå µa,N(d) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (30).�àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå

pa : N̄n−2k
a (d)→ Nn−2k(d), (38)èíäóöèðîâàííîå èç óíèâåðñàëüíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ

K(Id, 1)→ K(Ia, 1) (39)êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ îòîáðàæåíèåì µa,N(d) : Nn−2k(d) →
K(Ia, 1). Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (29), îãðàíè÷åíèå íà-êðûòèÿ (38) íà êðàé ∂Nn−2k(d) îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì äâóëèñòíûìíàêðûòèåì. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
η : Nn−2k(d) → K(D4, 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, íàêðûòèå (38) ñîâïà-äàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì, îïðåäåëåííûì �îðìóëîé
(27).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå µ̄a,N(d) : N̄n−2k(d)a → K(Id, 1) íàêðûâàþ-ùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå äâóëèñòíî íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå µa,N(d) :
Nn−2k(d) → K(Ia, 1) ïðè äâóëèñòíûõ íàêðûòèÿõ (38), (39) íàä ïðîîá-ðàçîì è îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ µa,N(d). Îïðåäåëèì çàìêíóòîå ìíîãîîáðà-çèå R̄n−2k êàê ðåçóëüòàò ïîäêëåéêè ê ìíîãîîáðàçèþ N̄n−2k(d)a öèëèíäðà
Cn−2k äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ ∂N̄n−2k(d)a → ∂Nn−2k(d) âäîëü îáùåãî êðàÿ
∂N̄n−2k(d)a = ∂Cn−2k. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå µR̄ : R̄n−2k → K(Id, 1) êàêðåçóëüòàò ñêëåéêè îòîáðàæåíèÿ µ̄a : N̄n−2k(d)a → K(Id, 1) 
 îòîáðàæåíè-åì

Cn−2k pC−→ ∂N̄n−2k(d)a

µa|∂N̄n−2k(d)a
−→ K(Id, 1),ãäå pC : Cn−2k → ∂Nn−2k(d)a � ïðîåêöèÿ öèëèíäðà íà îñíîâàíèå. Ôóíäà-ìåíòàëüíûé öèêë ìíîãîîáðàçèÿ R̄n−2k îáîçíà÷èì ÷åðåç [R̄].29



Ëåììà 20. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ µa,N(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) →
(K(Ia, 1), K(Id, 1)) ðàâåíñòâî (30) ýêâèâàëåíòíî òîìó, êëàññ ãîìîëîãèé

µR̄,∗([R̄
n−2k]) ∈ Hn−2k(K(Id, 1); Z/2)ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 20Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (29) âûòåêàåò, ÷òî êëàññ ãîìîëîãèé

µa,N(d);∗([∂N
n−2k(d)]) â ãðóïïå Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2) ðàâåí íóëþ (ñì.ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå äëÿ êëàññîâ êîãîìîëîãèé â Ëåììå 18).Ïóñòü W n−2k ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂W n−2k = ∂Nn−2k(d). Îáîçíà÷èì÷åðåç

ϕ : W n−2k → K(Id, 1) (40)ñèíãóëÿðíûé îòíîñèòåëüíûé öèêë, îñóùåñòâëÿþùèé ãîìîëîãèþ íó-ëþ ñèíãóëÿðíîãî öèêëà ϕ|∂W n−2k = µa,N(d)|∂Nn−2k(d) â ïîäïðîñòðàíñòâå
K(Id, 1) ⊂ K(Ia, 1).Îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ïðè îòîáðàæåíèè (µa,N(d) ∪∂ ϕ) :
Nn−2k(d) ∪∂ W

n−2k → K(Ia, 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç x ∈ Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2).Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå îòíîñèòåëüíîãî öèêëà (40) óñëîâèå(30), ïåðå�îðìóëèðîâàííîå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àáñîëþòíûõ êëàññîâãîìîëîãèé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî êëàññ ãîìîëîãèé x ∈ Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2)ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.�àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå µ̄a,N(d)∪∂ ϕ̄ : N̄n−2k(d)a∪∂ W̄
n−2k →

K(Id, 1) íàä îòîáðàæåíèåì µa,N(d) ∪∂ ϕ, èíäóöèðîâàííîå èç íàêðûòèÿ
K(Id, 1)→ K(Ia, 1) íàä ïðîñòðàíñòâîì-îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ µa,N(d)∪∂ ϕ.Îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè îáîçíà÷èì ÷å-ðåç x̄ ∈ Hn−2k(K(Id, 1); Z/2). Ýëåìåíò x̄ ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé, òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà x ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êëàññ ãîìîëîãèé x̄ ïðåäñòàâëåí îáðàçîì �óíäà-ìåíòàëüíîãî êëàññà ïðè îòîáðàæåíèè µR̄ : R̄n−2k → K(Id, 1). Ëåììà 20äîêàçàíà.Ïóñòü c : Sn−2k/i → Rn � êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ, (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) � ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì äâîéíûõ òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c. Ïóñòü çàäàííî îòîáðàæåíèå λa,L(c) :
(Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) → (K(Qa, 1), K(Ia, 1)), óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íî-ìó óñëîâèþ (36). Íàì ïîòðåáóåòñÿ êðèòåðèé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî îòîáðà-æåíèå λa,L(c) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (37).30



�àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå
pa : L̄n−4k

a (c)→ Ln−4k(c), (41)èíäóöèðîâàííîå èç óíèâåðñàëüíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
K(Ia, 1)→ K(Qa, 1) (42)êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ îòîáðàæåíèåì λa,L(c) : Ln−4k(c) →

K(Qa, 1). Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (29), îãðàíè÷åíèåíàêðûòèÿ (41) íà êðàé ∂Ln−4k(c) îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì äâóëèñò-íûì íàêðûòèåì. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
ζ : Ln−4k(c) → K(Z/2[3], 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, íàêðûòèå (41) ñîâïà-äàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì, îïðåäåëåííûì �îðìóëîé
(33).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå λ̄a,L(c) : L̄n−4k(c)a → K(Ia, 1) íàêðûâàþ-ùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå äâóëèñòíî íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå λa,L(c) :
Ln−4k(c) → K(Qa, 1) ïðè äâóëèñòíûõ íàêðûòèÿõ (41), (42) íàä ïðîîá-ðàçîì è îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ λa,L(c). Îïðåäåëèì çàìêíóòîå ìíîãîîáðà-çèå R̄n−4k êàê ðåçóëüòàò ïîäêëåéêè ê ìíîãîîáðàçèþ L̄n−4k(c)a öèëèíäðà
Cn−4k äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ ∂L̄n−4k(c)a → ∂Ln−4k(c) âäîëü îáùåãî êðàÿ
∂L̄n−4k(c)a = ∂Cn−4k. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå λR̄ : R̄n−4k → K(Id, 1) êàêðåçóëüòàò ñêëåéêè îòîáðàæåíèÿ λ̄a,L(c) : L̄n−4k(c)a → K(Ia, 1) 
 îòîáðàæå-íèåì

Cn−4k pC−→ ∂L̄n−4k(c)a

λa|∂L̄n−4k(c)a
−→ K(Ia, 1),ãäå pC : Cn−4k → ∂Ln−4k(c)a � ïðîåêöèÿ öèëèíäðà íà îñíîâàíèå. Ôóíäà-ìåíòàëüíûé öèêë ìíîãîîáðàçèÿ R̄n−4k îáîçíà÷èì ÷åðåç [R̄].Ëåììà 21. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ λa,L(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) →

(K(Qa, 1), K(Ia, 1)) ðàâåíñòâî (37) ýêâèâàëåíòíî òîìó, êëàññ ãîìîëîãèé
λR̄,∗([R̄]) ∈ Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2)ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 21 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 20 èîïóñêàåòñÿ.Ïðåäëîæåíèå 22. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 8, ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòãðóïïû Immsf (n−k, k) ïðåäñòàâëåí ñêîøåííî�îñíàùåííûì ïîãðóæåíè-åì (f, κ,Ξ), äîïóñêàþùèì öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó â ñìûñëå Îïðåäåëå-íèÿ 10. 31



Ïðåäëîæåíèå 23. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), 10k − 1 > n, k ≥ 8, ïðî-èçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû ImmD4(n − 2k, 2k), ëåæàùèé â îáðàçå ãî-ìîìîð�èçìà δ : Immsf (n − k, k) → ImmD4(n − 2k, 2k), ïðåäñòàâëåí
D4�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (g, η,Ψ), äîïóñêàþùèì êâàòåðíèîííóþñòðóêòóðó â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 11.Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèé 22, 23 îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäñòâèè ñëå-äóþùåãî ïðèíöèïà ïëîòíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà ïîãðóæåíèé â ïðîñòðàí-ñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé, ñì.[Gr, ïðåäëîæåíèå 1.2.2 ℄.Ïðåäëîæåíèå 24. Ïóñòü f0 : M # N ãëàäêîå ïîãðóæåíèå ìåæäóçàìêíóòûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ïðè÷åì ìíîãîîáðàçèå N ñíàáæåíî ìåò-ðèêîé b è dim(M) < dim(N). Ïóñòü g : M → N íåïðåðûâíîå îòîáðà-æåíèå, ãîìîòîïíîå ïîãðóæåíèþ f0. Òîãäà ∀ε > 0 íàéäåòñÿ ïîãðóæå-íèå f : M # N , ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíîå ïîãðóæåíèþ f0, äëÿ êîòîðîãî
dist(g; f)C0 < ε â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà îòîáðàæåíèé, èíäóöèðîâàí-íîé ìåòðèêîé b.Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå Ïðåäëîæåíèÿ 24.Ñëåäñòâèå 25. Ïóñòü (f ′, κ,Ξ′) � ïðîèçâîëüíîå ñêîøåííî-îñíàùåííîåïîãðóæåíèå, ãäå f ′ : Mn−k

# Rn, ïðåäñòàâëÿþùåå ýëåìåíò [(f ′, κ,Ξ′)] ∈
Immsf (n − k, k) è ïóñòü f1 : Mn−k → Rn � ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîåîòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (ñêîëü óãîäíî ìàëîãî) ε > 0 ñó-ùåñòâóåò ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, κ,Ξ), ãäå f : Mn−k

#

R
n � ïîãðóæåíèå òîãî æå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ òîò æå ýëå-ìåíò [(f ′, κ,Ξ′)] ∈ Immsf(n− k, k), ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå

dist(f1; f) < ε. (43)Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 25Ïî ïðåäëîæåíèþ 24 ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå f , ðåãóëÿðíî-ãîìîòîïíîå f ′äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (43). �åãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî ðåãóëÿðíîé ãîìîòîïèè â êëàñ-ñå ñêîøåííî-îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé. Ïîýòîìó f ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-32



îñíàùåííûì è ýëåìåíòû [(f ′, κ,Ξ′)], [(f, κ,Ξ)] ðàâíû. Ñëåäñòâèå 25 äî-êàçàíî.Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà (Îñíîâíàÿ Ëåììà), äîêà-çàòåëüñòâî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ â ðàçäåëå 3.Ëåììà 26. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 8, ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ëèíåéíîåîòîáðàæåíèå d : RPn−k → Rn (ñ îñîáåííîñòüþ) îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äî-ïóñêàþùåå öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.Âûâîä Ïðåäëîæåíèÿ 22 èç Ëåììû 26�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå d : RPn−k → Rn, ïîñòðîåííîå â Ëåììå 26. �àñ-ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû Immsf (n−k, k), ïðåäñòàâëåííûéïîãðóæåíèåì f ′ : Mn−k
# Rn ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì (κ,Ξ′). �àñ-ñìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κ : Mn−k → RPn−k ýòîãî ñêîøåííîãîîñíàùåíèÿ è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f1 : Mn−k → R

n, îïðåäåëåííîå êàêêîìïîçèöèÿ f1 = d ◦ κ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìíîãîìåíüøåå ðàäèóñà íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè UN(d) ïîëèýäðà N(d)(ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ
d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç gN(d) : N(d) # Rn ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå ïî-ëèýäðà òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ Ñëåäñòâèåì 25 è îïðåäå-ëèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå f : Mn−k

# Rn, ïðåäñòàâëÿþùååèñõîäíûé ýëåìåíò [(f ′, κ,Ξ′)] è ïðè ýòîì òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå(43).�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Nn−2k òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
f , îïðåäåëåííîå ïî �îðìóëå (2). Îïðåäåëåíî ïîãðóæåíèå g : Nn−2k

# Rn.Ìíîãîîáðàçèå Nn−2k ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ïîäìíîãîîá-ðàçèé Nn−2k = Nn−2k
cycl ∪N

n−2k
Ib

ïî îáùåé ÷àñòè ãðàíèöû ∂Nn−2k
cycl = ∂Nn−2k

Ib
.Âñå ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì îïðåäåëèì äàëåå.Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàäèóñ ðåãóëÿðíîé ïî-ãðóæåííîé îêðåñòíîñòè ïîãðóæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì Nn−2k(d) òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d (âäàëè îò êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèéýòîãî îòîáðàæåíèÿ ò.å. êðàÿ ∂Nn−2k(d)), ðàäèóñ ðåãóëÿðíîé ïîãðóæåííîéîêðåñòíîñòè ïîãðóæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ d âíåðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ðàäèóñ ñàìîé ðåãóëÿðíîéâëîæåííîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ d ðàâíû ε.Îáîçíà÷èì óêàçàííûå îêðåñòíîñòè ÷åðåç UN(d) Ud, U∂N(d) ñîîòâåòñòâåííî.Îïðåäåëèì Nn−2k

cycl êàê ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ÷òî-áû îáðàç g(Nn−2k
cycl ) ëåæàë â ðåãóëÿðíîé ïîãðóæåííîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âëîæåíèå33



Nn−2k
cycl ⊂ UN(d), êîòîðîå ïðè êîìïîçèöèè ñ ïàðàìåòðèçóþùèì ïîãðóæåíè-åì îêðåñòíîñòè ïåðåõîäèò â îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñà-ìîïåðåñå÷åíèÿ íà ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå. Ëåãêî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå

(Nn−2k
cycl , ∂Nn−2k

cycl ) → (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)), ïðè êîòîðîì ïðîîáðàç êàæ-äîé òî÷êè ñîñòîèò èç ïàðû òî÷åê, îáðàçû êîòîðûõ ïðè îòîáðàæåíèè κ
ε-áëèçêè íà RPn−k.Îïðåäåëèì Nn−2k

Ib
êàê îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k, îáðàçêîòîðîé ïðè îòîáðàæåíèè g ðàñïîëîæåí â îêðåñòíîñòè Ud (ïîãðóæåí-íîé) ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ d (âûøå ìû ïðèâåëèîïðåäåëåíèå äëÿ àíàëîãè÷íîãî ñëó÷àÿ) èëè âî âëîæåííîé îêðåñòíîñòè

U∂N(d).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîãðóæåíèå g : Nn−2k
# Rn òðàíñâåðñàëüíî âäîëü

∂UN(d). Òîãäà îáùàÿ ãðàíèöà ∂Nn−2k
cycl = ∂Nn−2k

Ib
ïîãðóæåíà â ãðàíèöóðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè U∂N(d).Ìíîãîîáðàçèå Nn−2k ñíàáæåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì

ηN : Nn−2k → K(D4, 1). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîá-ðàæåíèå ηN , îãðàíè÷åííîå íà ïîäìíîãîîáðàçèå Nn−2k
Ib

⊂ Nn−2k, ãîìîòîï-íî îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1).Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηN(d) : Nn−2k(d)→ K(D4, 1) ïðîäîëæàåòñÿ
 Nn−2k(d) äî îòîáðàæåíèÿ ηUN(d)
: UN(d → K(D4, 1). Ïðè ýòîì îãðàíè÷å-íèå ηU∂N(d)

: U∂N(d) → K(D4, 1) ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàí-ñòâî K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ηN :
Nn−2k → K(D4, 1), îãðàíè÷åííîå íà ïîäìíîãîîáðàçèå Nn−2k

cycl îïðåäåëåíîêàê îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηUN (d) : UN(d) → K(D4, 1),ïîñêîëüêó g(Nn−2k
cycl ) ëåæèò â UN(d).Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíà öèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îòîáðàæåíèÿ d. Ýòàñòðóêòóðà îïðåäåëåíà îòîáðàæåíèåì µa,N(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) →

(K(Ia, 1), K(Id, 1)). Îòîáðàæåíèå µa,N(d) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ
µa,UN(d)

: (UN(d), U∂N(d)) → (K(Ia, 1), K(Id, 1)). Ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ (30)âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ µa,UN(d)
|U∂N(d)

è η|U∂N(d)
ãîìîòîïíû. Õàðàêòå-ðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ηN(f)|Ncycl⊂N(f) : Nn−2k

cycl → K(D4, 1) èíäóöèðî-âàíî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì ηUN(d)
ïðè âêëþ÷åíèèè Nn−2k

cycl ⊂ UN(d).Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèÿ µNcycl
è ηNIb

ìîæíî ñêëåèòü â îäíî îòîáðà-æåíèå µa : Nn−2k → K(Ia, 1).Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå µa îïðåäåëÿåò öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòó-ðó äëÿ (f, κ,Ξ) â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 10. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèåìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé âêëþ÷åíèÿè ïðîåêöèè ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè íà öåíòðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå:
F : (Ncycl, ∂Ncycl)

g
⊂ (UN(d), U∂N(d)) −→ (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)). Èç ýëå-34



ìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûòåêàåò, ÷òî ýòà ñòåïåíü ýòîãîîòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ κ : Mn−k → RPn−k ò.å.ñ h(f,Ξ, κ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî hµa,k, ïîñ÷è-òàííîå ïî �îðìóëå (23), âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñòåïåíü deg(F ) îòîáðàæåíèÿ
F . Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç Ëåììû 20 è ðàâåíñòâà (30).Ïðåäëîæåíèå 22 äîêàçàíî.Ëåììà 27. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), n < 10k−1, k ≥ 8, ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå : Sn−2k/i → Rn (ñ îñîáåííîñòüþ) îáùåãî ïîëî-æåíèÿ, äîïóñêàþùåå êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû (27) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû (26),îíî òàêæå ïðîâîäèòñÿ â ðàçäåëå 3.Âûâîä Ïðåäëîæåíèÿ 23 èç Ëåììû 27�àññìîòðèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, κ,Ξ), òàêîå, ÷òî
δ([(f, κ,Ξ)]) = [(g1 : Nn−2k

# Rn, η,Ψ)] ïðåäñòàâëÿåò äàííûé ýëåìåíò èçãðóïïû ImmD4(n− 2k, 2k). Ïî Ïðåäëîæåíèþ 22, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-ñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîãðóæåíèå f : Mn−k
# Rn äîïóñêàåò öèêëè÷å-ñêóþ ñòðóêòóðó. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå c : Sn−2k/i→ R

n, ïîñòðîåííîåâ Ëåììå (27) è ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå g : Nn−2k
# Rn, îïðåäåëåííîåâ ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 22 ê îòîáðàæåíèþ êîìïîçèöèè

c ◦ µa : Nn−2k → Sn−2k/i→ Rn.�àññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Ïðåäëîæåíèÿ 22, çàêëþ-÷àåì, ÷òî îïðåäåëåíà êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà D4�îñíàùåííîãî ïîãðó-æåíèÿ [(g, η,Ψ)]. Ïðåäëîæåíèå 23 äîêàçàíî.Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 9�àññìîòðèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, κ,Ξ), òàêîå, ÷òî
δ([(f, κ,Ξ)]) = [(g : Nn−2k

# Rn, η,Ψ)] ïðåäñòàâëÿåò äàííûé ýëåìåíòèç ãðóïïû ImmD4(n − 2k, 2k). Âîñïîëüçóåìñÿ Ïðåäëîæåíèåì 23 è ïðåä-ñòàâèì ýëåìåíò [(g, η,Ψ)] D4�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì, äîïóñêàþùèìêâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.Âûáåðåì íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå k òàêèì, ÷òî n − 4k = 31, k ≥ 8,÷òî âîçìîæíî â ïðåäïîëîæåíèè n ≥ 63. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L31 � ìíîãî-îáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå λa :
L31 → S31/Qa, êîòîðîå çàäàåò êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó äëÿ (g, η,Ψ) èïîñòðîåíî â Ïðåäëîæåíèè 23. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λa ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåð-ñàëüíûì âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ S7/Qa ⊂ S31/Qa. �àññìîòðèì â ìíî-ãîîáðàçèè L31 ïîäìíîãîîáðàçèå K7 ⊂ L31, îïðåäåëåííîå ïî �îðìóëå
K7 = λ−1

a (S7/i). Îïðåäåëèì ϕ = λa|K7.35



Äîêàæåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå K7 èìååò íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå 6ϕ∗χ+.�àññëîåíèå χ+ íàä K(Qa, 1) èìååò ðàçìåðíîñòü 4 è îïðåäåëåíî â íà÷àëåðàçäåëà 4. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νL èçîìîð�íî ðàññëîåíèþ kζ∗ω, ãäå
ω : E(ω) → K(Z/2[3], 1)� êàíîíè÷åñêîå 4-ìåðíîå ðàññëîåíèå, îïðåäåëåí-íîå â ðàçäåëå 4 ïåðåä Ïðåäëîæåíèåì 42, ζ : L31 → K(Z/2[3], 1) � õàðàê-òåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, êëàññè�èöèðóþùåå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèåìíîãîîáðàçèÿ L31.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî k = n−1

4
− 7 è k ≡ 0 (mod 8). Ïî Ïðåäëîæåíèþ42 çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññëîåíèå νN |K òðèâèàëüíî. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèåìíîãîîáðàçèÿ K7 èçîìîð�íî ñóììå Óèòíè ðàññëîåíèé 6ϕ∗χ⊕ νN |K . Èç-çà òðèâèàëüíîñòè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïîëó÷èì òðåáóåìûé èçîìîð�èçì

νK = 6ϕ∗χ.Ïî ðàçìåðíîñòíûì ñîîáðàæåíèÿì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, îáðàçîòîáðàæåíèÿ λa|K ëåæèò â îñòîâå S7/Qa ⊂ S31/Qa. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 41ñòåïåíü deg(λa|K) ÷åòíà. Ïîñêîëüêó deg(ϕ) = deg(λa|K) = deg(λa) = ha è
ha = h(f, κ,Ξ), ïîëó÷èì h(f, κ,Ξ) = 0. Òåîðåìà 9 äîêàçàíà.3 Îñíîâíîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâàÂ ýòîì ðàçäåëå âñå îòîáðàæåíèÿ è ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿêóñî÷íî-ëèíåéíûìè, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî óñëîâèå ãëàäêîñòè.Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ d : RPn−k → RnÎáîçíà÷èì ÷åðåç J0 ñòàíäàðòíóþ (n−k)�ìåðíóþ ñ�åðó êîðàçìåðíîñòè k,
k ≡ 0 (mod 8), k > 0, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå äæîéíà n−k+1

2
= r0êîïèé îêðóæíîñòè S1. Îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå J0 â Rn ÷åðåç

iJ0 : J0 ⊂ Rn.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p′ : Sn−k → J0, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëü-òàòå âçÿòèÿ äæîéíà r êîïèé ñòàíäàðòíûõ íàêðûòèé S1 → S1/i. Ñòàí-äàðòíîå äåéñòâèå Z/4 × Sn−k → Sn−k êîììóòèðóåò ñ îòîáðàæåíèåì p′.Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p̂ : Sn−k/i → J0 è îòîáðàæåíèå
p : RPn−k → J0 êàê êîìïîçèöèÿ ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
π : RPn−k → Sn−k/i ñ îòîáðàæåíèåì p̂.�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ iJ0 ◦ p̂ : Sn−k/i→ J0 → Rn, êîòîðóþ ìû îáî-çíà÷èì ÷åðåç ĝ, è ïðèâåäåì ýòî îòîáðàæåíèå â îòîáðàæåíèå d̂ îáùåãî ïî-ëîæåíèÿ ìàëîé δ-äå�îðìàöèåé (iJ0 ◦ p̂)→ d̂ (êàêóþ èìåííî äå�îðìàöèþè íàñêîëüêî ìàëûì ñëåäóåò âûáèðàòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, çàäàùååêàëèáð ýòîé äå�îðìàöèè, âûÿñíèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 30). Èñ-êîìîå îòîáðàæåíèå d : RPn−k → Rn îïðåäåëèì êàê ãëàäêîå îòîáðàæåíèå36



îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå C0 äå�îðìàöèè êàëèáðà δ′,ãäå δ′ << δ, îòîáðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî êîìïîçèöèåé ñòàíäàðòíîãîäâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π è îòîáðàæåíèÿ d̂. Â Ëåììå 26 äîêàçûâàåòñÿ,÷òî ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ d (ñ îñîáåííîñòüþ) ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿñòðóêòóðà.Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c : Sn−2k/i→ RnÎáîçíà÷èì ÷åðåç J1 (n − 2k)�ìåðíûé ïîëèýäð, k ≡ 0 (mod 8), k > 0,êîòîðûé ïîëó÷åíûé â ðåçóëüòàòå äæîéíà n−2k+1
4

= r1 êîïèé êâàòåðíèîí-íîãî ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìàññè [Ma℄ (ñì.òàêæå [Ìå℄) îïðåäåëåíî âëîæåíèå S3/Qa ⊂ R4 êîðàçìåðíîñòè 1 è â ïðåä-ïîëîæåíèè n ≥ 4r−1 îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå J1 â Rn, êîòîðîåîáîçíà÷èì ÷åðåç iJ1 : J1 ⊂ Rn.Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p′ : Sn−2k → J1, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðå-çóëüòàòå âçÿòèÿ äæîéíà r êîïèé ñòàíäàðòíûõ íàêðûòèé S3 → S3/Qa.Ñòàíäàðòíîå äåéñòâèå Qa × Sn−2k → Sn−2k, îïðåäåëåííîå ïðÿìîé ñóì-ìîé r ýêçåìïëÿðîâ ñòàíäàðòíîãî äåéñòâèÿ íà S3, çàäàííîãî �îðìóëàìè
(20), (21), (22), êîììóòèðóåò ñ îòîáðàæåíèåì p′. Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíîîòîáðàæåíèå p̂ : Sn−2k/Qa → J1 è îòîáðàæåíèå p : Sn−2k/i→ J1 êàê êîì-ïîçèöèÿ ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π : Sn−2k/i → Sn−2k/Qa ñîòîáðàæåíèåì p̂.�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ iJ1 ◦ p̂ : Sn−2k/Qa → J1 → Rn, êîòîðóþîáîçíà÷èì ÷åðåç ĥ. Ïðèâåäåì ýòî îòîáðàæåíèå â îòîáðàæåíèå ĉ îáùåãîïîëîæåíèÿ ìàëîé δ-äå�îðìàöèåé (êàêóþ èìåííî ñëåäóåò âûáðàòü äå-�îðìàöèþ è íàñêîëüêî ìàëûì ñëåäóåò âûáèðàòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
δ, çàäàùåå êàëèáð ýòîé äå�îðìàöèè âûÿñíèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåì-ìû 31). Èñêîìîå îòîáðàæåíèå c : Sn−2k/i → Rn îïðåäåëèì êàê ãëàäêîåîòîáðàæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå C0 äå�îðìà-öèè êàëèáðà δ′, ãäå δ′ << δ, îòîáðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî êîìïîçèöè-åé ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π è îòîáðàæåíèÿ ĉ. Â Ëåììå 27äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ c (ñ îñîáåííîñòüþ) ñóùåñòâóåòêâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà.Ïîäïðîñòðàíñòâà è �àêòîðïîäïðîñòðàíñòâà ïîïîëíåííîãî êîí-�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ RPn−kÂ ðàçäåëå 2 áûëî îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî Γ0, åãî äâóëèñòíîå íàêðû-òèå Γ̄0 è ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηΓ0 : Γ0 → K(D4, 1). Ïðîñòðàíñòâî
Γ0 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì. Îáîçíà÷èì âíóòðåííîñòü ýòîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ ÷åðåç Γ0◦. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηΓ0 íà Γ0◦37



îáîçíà÷èì ÷åðåç ηΓ0◦ : Γ0◦ → K(D4, 1).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ0◦ ⊂ Γ0◦ ïîëèýäð äâóêðàòíûõ îñîáûõ òî÷åê îòîá-ðàæåíèÿ p : RPn−k → J0, ïîëó÷åííûé ðàçäóòèåì ïîëèýäðà {[(x, y)] ∈
Γ0◦, p(x) = p(y), x 6= y}. Ýòîò ïîëèýäð ñíàáæ¼í ñòðóêòóðíûì îòîáðàæå-íèåì ηΣ0◦ : Σ0◦ → K(D4, 1), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî îãðàíè÷åíèåì ñòðóê-òóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηΓ0◦ íà Σ0◦.Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ TRP : RPn−k → RPn−k, ïåðåñòàâëÿþ-ùàÿ òî÷êè â êàæäîì ñëîå ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ RPn−k →
Sn−k/i. Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄0◦ äåéñòâóåò èíâîëþöèÿ TΓ̄0

: Γ̄0◦ → Γ̄0◦, êîòî-ðàÿ îïðåäåëåíà êàê îãðàíè÷åíèå èíâîëþöèè íà RPn−k × RPn−k, ïîñòðî-åííîé ïî èíâîëþöèè TRP íà êàæäîì ñîìíîæèòåëå, íà ïîäïðîñòðàíñòâî
Γ̄0◦ ⊂ RPn−k × RPn−k. Íà �àêòîðïðîñòðàíñòâå Γ0◦ èíâîëþöèè T ′ îïðåäå-ëåíà �àêòîðèíâîëþöèÿ TΓ0◦ : Γ0◦ → Γ0◦.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σantidiag ⊂ Γ0◦ ïîäïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîåàíòèäèàãîíàëüþ, êîòîðîå îáðàçîâàíî âñåìè àíòèïîäàëüíûìè ïàðàìè
{[(x, y)] ∈ Γ0 : x, y ∈ RPn−k, x 6= y, TRP(x) = y}. Çäåñü è äàëåå âîáîçíà÷åíèè äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ èíäåêñ 0îïóñêàåòñÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àíòèäèàãîíàëü Σantidiag ⊂ Γ0 ÿâ-ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ èíâîëþöèè TΓ0 . Íîðìàëü-íîå ðàññëîåíèå àíòèäèàãîíàëè â Γ0 èçîìîð�íî êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ
T (Σantidiag).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ΓK0◦ íà êîòîðîì èíâîëþöèÿ TΓ0◦ äåéñòâóåòñâîáîäíî. Îïðåäåëèì ΓK0◦ = Γ0◦ \ Σantidiag . Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâî-ëþöèÿ TΓK0◦

: ΓK0◦ → ΓK0◦ . Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ΓK0◦/TΓK0◦
îáîçíà÷èì÷åðåç Γ̂K0◦ .Ïîäïîëèýäð Σ0◦ ⊂ Γ0◦ êðàòíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ p ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå îáúåäèíåíèÿ Σ0◦ = Σantidiag ∪ K

′
0◦, ãäå K ′

0◦�îòêðûòûé ïîäïîëè-ýäð, â êîòîðûé âõîäÿò âñå òî÷êè èç Σ0◦, íå ïîïàâøèå íà àíòèäèàãîíàëü.Ïîäïîëèýäð K0◦ ⊂ ΓK0◦ èíâàðèàíòåí ïðè èíâîëþöèè TΓK0◦
. Îáîçíà÷èì

TΓK0◦
|K0◦ ÷åðåç TK0◦ . Îáîçíà÷èì �àêòîðïðîñòðàíñòâî K0◦/TK0◦ ÷åðåç K̂0◦.Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèå ηΓ0◦ : Γ0◦ → K(D4, 1) íà ΓK0◦ è

K0◦ îáîçíà÷èì ÷åðåç ηΓ0◦ è ηK0◦ ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðå-çóëüòàòå çàìûêàíèÿ îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Γ0◦ è ïîëó÷åíî â ðåçóëü-òàòå ïðèñîåäèíåíèÿ ê ýòîìó îòêðûòîìó ìíîãîîáðàçèþ äèàãîíàëüíîéè àíòèäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíò Σdiag è Σantidiag . Îáîçíà÷èì çàìûêàíèå
Cl(K0◦) ïîëèýäðà K0◦ (ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèå Cl(K̂0◦) ïîëèýäðà K̂0◦)â ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòÿìè ÷åðåç K(0) (ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
K̂(0)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qantidiag = Σantidiag ∩ K(0), Qdiag = ∂Γdiag ∩ K(0),
Qdiag ⊂ K(0), Qantidiag ⊂ K(0). Íàçîâåì ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà êîìïîíåíòà-38



ìè ãðàíèöû ïîëèýäðà K(0). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì Q̂diag, Q̂antidiag êîìïî-íåíòû ãðàíèöû ïîëèýäðà K̂(0).Çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηK0◦ ïðîäîëæàåòñÿ ñ K0◦íà êîìïîíåíòó ãðàíèöû Qantidiag . Îáîçíà÷èì ýòî ïðîäîëæåíèå ÷åðåç
ηQantidiag

: Qantidiag → K(D4, 1). Îòîáðàæåíèå ηQantidiag
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ηantidiag : Qantidiag → K(Ia, 1) è îòîáðàæå-íèÿ âêëþ÷åíèÿ iIa,D4 : K(Ia, 1) ⊂ K(D4, 1).Còðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηK(0)

íà êîìïîíåíòó Qdiag íå ïðîäîëæàåò-ñÿ. Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ηdiag : Qantidiag → K(Id, 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
U(Qdiag) ⊂ K0◦ ìàëóþ ðåãóëÿðíóþ âçðåçàííóþ îêðåñòíîñòü îòêðûòîãîêîíöà, ïðèìûêàþùåãî êQdiag. Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ projdiag : U(Qdiag)→
Qdiag ðåãóëÿðíîé âçðåçàííîé îêðåñòíîñòè íà öåíòàëüíîå ïîäìíîãîîá-ðàçèå. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηK0◦ íà îêðåñòíîñòü
U(Qdiag) ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ ηU(Qdiag) : U(Qdiag) →
K(Ib, 1) è îòîáðàæåíèÿ iIb,D4 : K(Ib, 1)→ K(D4, 1). �îìîòîïè÷åñêèå êëàñ-ñû îòîáðàæåíèé ηK(0)

è ηU(Qdiag) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì ηdiag ◦ projdiag =
pIb,Id

◦ ηK(0)
.Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ìîíîìîð�èçìîâãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà â ãðóïïå O(4):

Ib

ր ∩
Id ⊂ Ia ⊂ D4 ⊂ E ⊂ H.

ց ∩
Ic

(44)Â ýòîé äèàãðàììå ãðóïïà H èìååò ïîðÿäîê 32 è ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-ïîé â ãðóïïå O(4) è áûëà ðàíåå îïðåäåëåíà (ñì. (34)) ïðè ïîìîùè ïðå-îáðàçîâàíèé, çàïèñàííûõ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {e1, e2, e3, e4}. Ïîäãðóï-ïà E ⊂ H èìååò ïîðÿäîê 16 è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿïðåîáðàçîâàíèÿìè èç H, ñîõðàíÿþùèìè íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ïëîñêî-ñòåé (e1, e3), (e2, e4) (íàïèìåð, ýëåìåíò èç H, çàäàííûé ïðåîáðàçîâàíèåì
e1 → e2, e2 → −e1, e3 → e3, e4 → e4, íå ëåæèò â ïîäãðóïïå E ⊂ H).Âêëþ÷åíèå D4 ⊂ E ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåìãðóïïû D4 ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà c òàêîãî, ÷òî c2 ñîâïàäàåò ñ îáðàçó-þùåé ïîäãðóïïû Id ⊂ D4. Ïîäãðóïïà D4 ïðåäñòàâëåíà äèàãîíàëüíûìèïðåîáðàçîâàíèÿìè O(2) ⊂ O(2)⊕O(2) ⊂ O(4) ñòàíäàðòíîãî âèäà â êàæ-äîé ïàðå ïëîñêîñòåé (e1, e3), (e2, e4). Îñòàëüíûå ïîäãðóïïû â äèàãðàììå
(44) áûëè îïðåäåëåíû ðàíåå.Îïðåäåëåíû àáåëåâû ïîäãðóïïû Ea,Eb,Ec,Ed â ãðóïïå E, êîòîðûåÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðóïï39



Ia, Ib, Ic, Id â ãðóïïå D4. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíî åñòåñòâåí-íîå îòîáðàæåíèå ηK̂0◦
: K̂0◦ → K(E, 1), êîòîðîå èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèåäèàãðàìì 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

K̄0◦
r̄
−→ K̃0◦ K(Ic, 1) −→ K(Ec, 1)

↓ ↓ −→ ↓ ↓

K0◦
r
−→ K̂0◦ K(D4, 1) −→ K(E, 1).

(45)�îðèçîíòàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîñòðàí-ñòâàìè äèàãðàìì ìû ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç η̄, η̃, η, η̂ ñîîò-âåòñòâåííî.Âêëþ÷åíèÿ ïîäãðóïï Ib ⊂ Eb, Id ⊂ Ed, Ia ⊂ Ea âõîäÿò â êîììóòàòèâíûåäèàãðàììû ãîìîìîð�èçìîâ ãðóïï:
Ib −→ Eb

pb,d ↓ ↓

Id

id,a
−→ Ia

(46)
Id −→ Ed

id,a ↓ ↓

Ia
id
−→ Ia

(47)
Ia −→ Ea

id ↓ ↓

Ia
id
−→ Ia

(48)Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̂K0◦ îïðåäåëåíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîáîäíàÿ èíâîëþ-öèÿ TΓ̂K0◦
: Γ̂K0◦ → Γ̂K0◦ ïî �îðìóëå TΓ̂0◦

([(x, y)]) = [(T (x), y)]. (Çàìåòèì,÷òî [(T (x), y)] = [(x, T (y)].) Ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííûå èç Γ̂K0◦ , K̂0◦, Γ̄K0◦ ,
K̄0◦ ïîñëå �àêòîðèçàöèè ïî èíâîëþöèè TΓ̂K0◦

îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̂↓
K0◦

, K̂↓
0◦

Γ̄↓
K0◦

, K̄↓
0◦ ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëåíî 2-ëèñòíîå íàêðûòèå Γ̂K0◦ → Γ̂↓

K0◦
,êîòîðîå èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå K̂0◦ → K̂↓

0◦. Ïðè ýòîì îïðåäå-ëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:
Γ̂K0◦ −→ K(E, 1)
↓ ↓

Γ̂↓
K0◦

−→ K(H, 1).

(49)40



Ïîäïðîñòðàíñòâà è �àêòîðïîäïðîñòðàíñòâà ïîïîëíåííîãî êîí-�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ Sn−2k/iÂ ðàçäåëå 2 áûëî îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî Γ1, åãî äâóëèñòíîå íàêðû-òèå Γ̄1 è ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζΓ1 : Γ1 → K(H, 1). Ïðîñòðàíñòâî Γ1ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì. Îáîçíà÷èì âíóòðåííîñòü ýòîãî ìíîãî-îáðàçèÿ ÷åðåç Γ1◦. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζΓ1 íà Γ1◦îáîçíà÷èì ÷åðåç ζΓ1◦ : Γ1◦ → K(H, 1).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ1◦ ⊂ Γ1◦ ïîëèýäð äâóêðàòíûõ îñîáûõ òî÷åê îòîá-ðàæåíèÿ p : Sn−2k/i→ J1, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé {[(x, y)] ∈ Γ1◦, p(x) =
p(y), x 6= y}. Ýòîò ïîëèýäð ñíàáæ¼í ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì ζΣ1◦ :
Σ1◦ → K(H, 1), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî îãðàíè÷åíèåì ñòðóêòóðíîãî îòîá-ðàæåíèÿ ζΓ1◦ íà Σ1◦.Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ TSn−2k/i : Sn−2k/i → Sn−2k/i, ïå-ðåñòàâëÿþùàÿ òî÷êè â êàæäîì ñëîå ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðû-òèÿ Sn−2k/i → Sn−2k/i. Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄1◦ äåéñòâóåò èíâîëþöèÿ
TΓ̄1◦

: Γ̄1◦ → Γ̄1◦, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êàê îãðàíè÷åíèå èíâîëþöèè íà
Sn−2k×Sn−2k, ïîñòðîåííîé ïî èíâîëþöèè TSn−2k/i íà êàæäîì ñîìíîæèòå-ëå, íà ïîäïðîñòðàíñòâî Γ̄1◦ ⊂ Sn−2k/i× Sn−2k/i. Íà �àêòîðïðîñòðàíñòâå
Γ1◦ èíâîëþöèè T ′ îïðåäåëåíà �àêòîðèíâîëþöèÿ TΓ1◦ : Γ1◦ → Γ1◦.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σantidiag ⊂ Γ1◦ ïîäïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîåàíòèäèàãîíàëüþ, êîòîðîå îáðàçîâàíî âñåìè àíòèïîäàëüíûìè ïàðàìè
{[(x, y)] ∈ Γ1◦ : x, y ∈ Sn−2k/i, x 6= y, TSn−2k(x) = y}. Çäåñü è äàëåå âîáîçíà÷åíèè äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ èíäåêñ 1îïóñêàåòñÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àíòèäèàãîíàëü Σantidiag ⊂ Γ1◦ ÿâëÿ-åòñÿ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ èíâîëþöèè TΓ1◦ . Íîðìàëüíîåðàññëîåíèå àíòèäèàãîíàëè â Γ1◦ èçîìîð�íî êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ
T (Σantidiag).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ΓK1◦ íà êîòîðîì èíâîëþöèÿ TΓ1◦ äåéñòâóåòñâîáîäíî. Îïðåäåëèì ΓK1◦ = Γ1◦ \ Σantidiag . Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâî-ëþöèÿ TΓK1◦

: ΓK1◦ → ΓK1◦ . Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ΓK1◦/TΓK1◦
îáîçíà÷èì÷åðåç Γ̂K1◦ .Ïîäïîëèýäð Σ1◦ ⊂ Γ1◦ êðàòíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ p ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå îáúåäèíåíèÿ Σ1◦ = Σantidiag ∪ K

′
1◦, ãäå K ′

1◦�îòêðûòûé ïîäïîëè-ýäð, â êîòîðûé âõîäÿò âñå òî÷êè èç Σ1◦, íå ïîïàâøèå íà àíòèäèàãîíàëü.Ïîäïîëèýäð K1◦ ⊂ ΓK1◦ èíâàðèàíòåí ïðè èíâîëþöèè TΓK1◦
. Îáîçíà÷èì

TΓK1◦
|K1◦ ÷åðåç TK1◦ . Îáîçíà÷èì �àêòîðïðîñòðàíñòâî K1◦/TK1◦ ÷åðåç K̂1◦.Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèå ζΓ1◦ : Γ1◦ → K(H, 1) íà ΓK1◦ è

K1◦ îáîçíà÷èì ÷åðåç ζΓ1◦ è ζK1◦ ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðîå îïðåäåëåíî â ðå-çóëüòàòå çàìûêàíèÿ îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Γ1◦ è ïîëó÷åíî â ðåçóëü-41



òàòå ïðèñîåäèíåíèÿ ê ýòîìó îòêðûòîìó ìíîãîîáðàçèþ äèàãîíàëüíîéè àíòèäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíò Σdiag è Σantidiag . Îáîçíà÷èì çàìûêàíèå
Cl(K1◦) ïîëèýäðà K1◦ (ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèå Cl(K̂1◦) ïîëèýäðà K̂1◦)â ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòÿìè ÷åðåç K(1) (ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
K̂(1)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qantidiag = Σantidiag ∩ K(1), Qdiag = ∂Γdiag ∩ K(1),
Qdiag ⊂ K(1), Qantidiag ⊂ K(1). Íàçîâåì ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà êîìïîíåíòà-ìè ãðàíèöû ïîëèýäðà K(1). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì Q̂diag, Q̂antidiag êîìïî-íåíòû ãðàíèöû ïîëèýäðà K̂(1).Çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζK1◦ ïðîäîëæàåòñÿ ñ K1◦íà êîìïîíåíòó ãðàíèöû Qantidiag . Îáîçíà÷èì ýòî ïðîäîëæåíèå ÷åðåç
ζQantidiag

: Qantidiag → K(H, 1). Îòîáðàæåíèå ζQantidiag
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ζantidiag : Qantidiag → K(Qa, 1) è îòîáðàæå-íèÿ âêëþ÷åíèÿ iQa,H : K(Qa, 1) ⊂ K(D4, 1).Còðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζK(1)

íà êîìïîíåíòó Qdiag íå ïðîäîëæà-åòñÿ. Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ζdiag : Qantidiag → K(Ia, 1). Îáîçíà-÷èì ÷åðåç U(Qdiag) ⊂ K1◦ ìàëóþ ðåãóëÿðíóþ âçðåçàííóþ îêðåñò-íîñòü îòêðûòîãî êîíöà, ïðèìûêàþùåãî ê Qdiag. Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ
projdiag : U(Qdiag) → Qdiag ðåãóëÿðíîé âçðåçàííîé îêðåñòíîñòè íàöåíòàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ
ζK1◦ íà îêðåñòíîñòü U(Qdiag) ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ
ζU(Qdiag) : U(Qdiag) → K(Ia, 1) è îòîáðàæåíèÿ iIa,H : K(Ia, 1) → K(H, 1).�îìîòîïè÷åñêèå êëàññû îòîáðàæåíèé ζK(1)

è ζU(Qdiag) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì
ηdiag ◦ projdiag = pHb,Ia

◦ ηK(1)
.Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ìîíîìîð�èçìîâãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà â ãðóïïå O(8):

Eb

∩
Id ⊂ Ia ⊂ Qa ⊂ H ⊂ G ⊂ G↓.

ց ∩
Hc

(50)Â ýòîé äèàãðàììå ãðóïïàG↓ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 128â ãðóïïå O(8), êîòîðàÿ ïîðîæäåíà ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé, çàïèñàí-íûõ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8}, ñëåäóùåãî âèäà:�1 ïðåîáðàçîâàíèå â óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ïîäïðîñòðàíñòâ
(e1, e2, e3, e4), (e5, e6, e7, e8) ïðîèçâîëüíîé ïàðîé ýëåìåíòîâ èç ïîä-ãðóïïû Qa ⊂ O(4).�2 ïðåîáðàçîâàíèå îäíîâðåìåííî ïåðåñòàâëÿþùåå ïàðû âåêòîðîâ
(e1, e5), (e2, e6), (e3, e7), (e4, e8). 42



Ïîäãðóïïà G ⊂ G↓ èìååò ïîðÿäîê 64 è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà, ïî-ðîæäåííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç G↓, ñîõðàíÿþùèìè íåóïîðÿäî÷åííóþïàðó ïîäïðîñòðàíñòâ (e1, e2, e5, e6), (e3, e4, e7, e8) (íàïèìåð, ýëåìåíò èç
G↓, çàäàííûé ïðåîáðàçîâàíèåì j ∈ Qa â ïîäïðîñòðàíñòâå (e1, e2, e3, e4)è òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì â ïîäïðîñòðàíñòâå (e5, e6, e7, e8) íåëåæèò â ïîäãðóïïå G ⊂ G↓). Âêëþ÷åíèå H ⊂ G ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëü-íûì êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû H ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà djòàêîãî, ÷òî d2

j ñîâïàäàåò ñ îáðàçóþùåé öåíòðà Id ⊂ Qa ⊂ H. Ïîä-ãðóïïà Qa ïðåäñòàâëåíà äèàãîíàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè SO(4) ⊂
SO(4) ⊕ SO(4) ⊂ O(8) ñòàíäàðòíîãî âèäà â êàæäîé ïàðå ïðîñòðàíñòâ
(e1, e2, e5, e6), (e3, e4, e7, e8). Ïîäãðóïïà Eb ⊂ G ïîðîæäåíà äâóìÿ êîììó-òèðóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååíò ïîðÿäîê
4 è ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì i ∈ Ia ⊂ Qa. Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèåèìååò ïîðÿäîê 2, îíî îäíîâðåìåííî ïåðåñòàâëÿþåò ïàðû áàçèñíûõ âåê-òîðîâ (e1, e5), (e2, e6), (e3, e7), (e4, e8).Ïîäãðóïïà Hc ⊂ G ïîðîæäåíà ñîáñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âïàðå ïîäïðîñòðàíñòâ (e1, e2, e3, e4), (e5, e6, e7, e8) íà ïðîèçâîëüíóþ ïàðóýëåìåíòîâ èç Qa. Îñòàëüíûå ïîäãðóïïû â äèàãðàììå (50) áûëè îïðåäå-ëåíû ðàíåå â ðàçäåëå 2.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ζ̂ :
K̂1◦ → K(G, 1), êîòîðîå èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå äèàãðàìì 2-ëèñòíûõíàêðûòèé:

K̄1◦
r̄
−→ K̃1◦ K(Hc, 1) −→ K(Gc, 1)

↓ ↓ −→ ↓ ↓

K1◦
r
−→ K̂1◦ K(H, 1) −→ K(G, 1),

(51)ãäå ïîäãðóïïà Gc ⊂ G ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû Hc.�îðèçîíòàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîñòðàí-ñòâàìè äèàãðàìì ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ̄ , ζ̃, ζ, ζ̂ ñîîòâåòñòâåííî.Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̂K1◦ îïðåäåëåíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîáîäíàÿ èíâî-ëþöèÿ TΓ̂K1◦
: Γ̂K1◦ → Γ̂K1◦ ïî �îðìóëå TΓ̂K1◦

([(x, y)]) = [(TS/i(x), y)].(Çàìåòèì, ÷òî [(TS/i(x), y)] = [(x, TS/i(y)].) Ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííûå èç
Γ̂K1◦ , K̂1◦, Γ̄K1◦ , K̄1◦ ïîñëå �àêòîðèçàöèè ïî èíâîëþöèè TΓ̂K1◦

îáîçíà÷èì÷åðåç Γ̂↓
K1◦

, K̂↓
1◦ Γ̄↓

K1◦
, K̄↓

1◦ ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëåíî 2-ëèñòíîå íàêðû-òèå Γ̂K1◦ → Γ̂↓
K1◦

, êîòîðîå èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå K̂1◦ → K̂↓
1◦.Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Γ̂K1◦ −→ K(G, 1)
↓ ↓

Γ̂↓
K1◦

−→ K(G↓, 1).

(52)43



Ïîëèýäðû K0, K̂0Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:
rmin,0 =

n− 7

4
; imax,0 = r0 − rmin,0. (53)Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂(i)

0◦ ⊂ K̂0◦ ïî �îðìóëå:
K̂

(i)
0◦ = p−1

K̂0◦
(J

(i)
0 \ J

(i+1)
0 ),ãäå pK̂0◦

: K0◦ → J0�åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ îñîáåííîñòè íà ñâîé îáðàç.Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂[0]◦ ⊂ K0◦ ïî �îðìóëå:
K̂[0]◦ = p−1

K̂0◦
(J0 \ J

(imax,0)+1
0 ).Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:

K̂[0]◦ = ∪
i=imax,0

i=0 K̂
(i)
0◦ .Òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå K̂[0]◦ èíäóöèðîâàíà èç òîïîëîãèè ëîêàëüíî-ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû, ïîëó÷åííîãî ïðè ñêëåé-êå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íà-êðûâàþùåå K(i)

0◦ , (ñîîòâåòñòâåííî K[0]◦) íàä ïðîñòðàíñòâîì K̂
(i)
0◦ (ñîîòâåò-ñòâåííî K̂[0]◦).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K0 (ñîîòâåòñòâåííî K̂0) êàê ïðîñòðàíñòâî,ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà K[0]◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂[0]◦). Îïðå-äåëèì åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K̂0 → K̂(0), K0 → K(0). Ýòè îòîáðàæå-íèÿ áóäóò PL�âëîæåíèÿìè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîîáðàçîâ äèàãîíàëèè àíòèäèàãîíàëè, ãäå èìåþòñÿ îñîáåííîñòè.�àçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ïîëèýäðà K0Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, ìû ïîñòðîèì ïîëèýäð K(i)

0 è ïðîñòðàíñòâî
RK

(i)
0 , êîòîðîå íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì, ðàçðåøàþùèì îñîáåííîñòè ïîëè-ýäðà K(i)

0 . Ïàðàìåòð i íàçîâåì ãëóáèíîé. Ïðîñòðàíñòâà K(i)
0 , RK(i)

0 êðîìåòîãî, ÿâëÿþòñÿ íàêðûâàþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè ïðè 2-ëèñòíûõ íàêðû-òèÿõ r : K
(i)
0 → K̂

(i)
0 , Rr : RK

(i)
0 → RK̂

(i)
0 , ýòè íàêðûòèÿ âêëþ÷åíû âñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé:44



RK
(i)
0

pr
−→ K

(i)
0

φ0 ւ ↓ Rr ↓ r

K(Ia, 1)
φ̂0
←− RK̂

(i)
0

pr̂
−→ K̂

(i)
0 .

(54)
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ RQ̂

(i)
diag = (pr̂)−1(Q̂

(i)
diag), RQ̂

(i)
antidiag =

(pr̂)−1(Q̂
(i)
antidiag). Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ RQ

(i)
diag, RQ

(i)
antidiag ââå-äåì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóëèñòíûõ íàêðûâàþùèõ. �àññìàòðèâàåìûåïðîñòðàíñòâà âêëþ÷åíû â ñëåäóþùèå êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû:

RQ
(i)
antidiag

pr
−→ Q

(i)
antidiag

φ0 ց ւ ηantidiag

K(Ia, 1),

(55)
RQ

(i)
diag

pr
−→ Q

(i)
diag

φ0 ց ւ ηdiag

K(Id, 1),

(56)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçäåëà íàì ïîòðåáóåòñÿñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 28. �1. Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, 
óùåñòâóåò ïðîñòðàí-ñòâî K̂(i)
0 , åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K(i)

0 è áàçà äâóëèñòíîãî íàêðû-òèÿ K̂(i),↓
0 . Ïðîñòðàíñòâà K̂(i)

0 , K(i)
0 , K̂(i),↓

0 ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà-ìè ïðîñòðàíñòâ K̂0, K0, K̂↓
0 ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóåò ïðîñòðàí-ñòâî RK̂(i)

0 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå RK(i)
0 è áàçà 2-ëèñòíîãî íà-êðûòèÿ RK̂

(i),↓
0 , êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

(54). Íà äâóëèñòíîì íàêðûâàþùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,êîòîðûå îïðåäåëåíû äèàãðàììàìè (55), (56).�2. Cóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî RK̂0 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå
RK0 è áàçà 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ RK̂↓

0 , êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â íè-æåñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (57), àíàëîãè÷íóþ äèàãðàì-ìå (54). Íà äâóëèñòíîì íàêðûâàþùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû äèàãðàììàìè, àíàëîãè÷íûìè äèàãðàììàì (55),
(56). 45



RK0
pr
−→ K0

φ0 ւ ↓ Rr ↓ r

K(Ia, 1)
φ̂0
←− RK̂0

pr̂
−→ K̂0.

(57)
Ïîëèýäðû K1, K̂1Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

rmin,1 =
n− 15

8
; imax,1 = r1 − rmin,1. (58)Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂(i)

1◦ ⊂ K̂1◦ ïî �îðìóëå:
K̂

(i)
1◦ = p−1

K̂1◦
(J

(i)
1 \ J

(i+1)
1 ),ãäå pK̂1◦

: K1◦ → J1�åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ îñîáåííîñòè íà ñâîé îáðàç.Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂[1]◦ ⊂ K1◦ ïî �îðìóëå:
K̂[1]◦ = p−1

K̂1◦
(J1 \ J

(imax,1)+1
1 ).Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:

K̂[1]◦ = ∪
i=imax,1

i=0 K̂
(i)
1◦ .Òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå K̂[1]◦ èíäóöèðîâàíà èç òîïîëîãèè ëîêàëüíî-ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû, ïîëó÷åííîãî ïðè ñêëåé-êå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íà-êðûâàþùåå K(i)

1◦ , (ñîîòâåòñòâåííî K[1]◦) íàä ïðîñòðàíñòâîì K̂
(i)
1◦ (ñîîòâåò-ñòâåííî K̂[1]◦).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K1 (ñîîòâåòñòâåííî K̂1) êàê ïðîñòðàíñòâî,ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà K[1]◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂[1]◦). Îïðå-äåëèì åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K̂1 → K̂(1), K1 → K(1). Ýòè îòîáðàæå-íèÿ áóäóò PL�âëîæåíèÿìè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîîáðàçîâ äèàãîíàëèè àíòèäèàãîíàëè, ãäå èìåþòñÿ îñîáåííîñòè.
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�àçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ïîëèýäðà K1Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, ìû ïîñòðîèì ïîëèýäð K(i)
1 è ïðîñòðàíñòâî

RK
(i)
1 , êîòîðîå íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì, ðàçðåøàþùèì îñîáåííîñòè ïîëè-ýäðà K(i)

1 . Ïàðàìåòð i íàçîâåì ãëóáèíîé. Ïðîñòðàíñòâà K(i)
1 , RK(i)

1 êðîìåòîãî, ÿâëÿþòñÿ íàêðûâàþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè ïðè 2-ëèñòíûõ íàêðû-òèÿõ r : K
(i)
1 → K̂

(i)
1 , Rr : RK

(i)
1 → RK̂

(i)
1 , ýòè íàêðûòèÿ âêëþ÷åíû âñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé:

RK
(i)
1

pr
−→ K

(i)
1

φ1 ւ ↓ Rr ↓ r

K(Qa, 1)
φ̂1
←− RK̂

(i)
1

pr̂
−→ K̂

(i)
1 .

(59)
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ RQ̂

(i)
diag = (pr̂)−1(Q̂

(i)
diag), RQ̂

(i)
antidiag =

(pr̂)−1(Q̂
(i)
antidiag). Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ RQ

(i)
diag, RQ

(i)
antidiag ââå-äåì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóëèñòíûõ íàêðûâàþùèõ. �àññìàòðèâàåìûåïðîñòðàíñòâà âêëþ÷åíû â ñëåäóþùèå êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû:

RQ
(i)
antidiag

pr
−→ Q

(i)
antidiag

φ1 ց ւ ηantidiag

K(Qa, 1),

(60)
RQ

(i)
diag

pr
−→ Q

(i)
diag

φ1 ց ւ ηdiag

K(Ia, 1),

(61)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçäåëà íàì ïîòðåáóåòñÿñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 29. �1. Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, 
óùåñòâóåò ïðîñòðàí-ñòâî K̂(i)
1 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K(i)

1 . Ïðîñòðàíñòâà K̂(i)
1 , K(i)

1ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâ K̂1, K1 ñîîòâåòñòâåííî.Ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî RK̂(i)
1 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå RK(i)

1 ,êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (59). Íà äâóëèñò-íîì íàêðûâàþùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îïðåäåëå-íû äèàãðàììàìè (60), (61). 47



�2. Cóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî RK̂1 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå
RK1, êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â íèæåñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèà-ãðàììó (62), àíàëîãè÷íóþ äèàãðàììå (59). Íà äâóëèñòíîì íàêðûâàþ-ùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû äèàãðàììà-ìè, àíàëîãè÷íûìè äèàãðàììàì (60), (61).

RK1
pr
−→ K1

φ1 ւ ↓ Rr ↓ r

K(Qa, 1)
φ̂1
←− RK̂1

pr̂
−→ K̂1.

(62)
Ïîëèýäðû K1, K̂1Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

rmin,1 =
n− 15

8
; imax,1 = r1 − rmin,1. (63)Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K̂(i)
(1) ïî �îðìóëå:

K̂
(i)
(1) = p−1

K̂(1)
(J

(i)
1 \ J

(i+1)
1 ).Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K̂(1) ïî �îðìóëå:

K̂(1) = p−1

K̂(1)
(J1 \ J

(imax,1)+1
1 ) = ∪

i=imax,1

i=0 K̂
(i)
(1).Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K

(i)
(1), (ñîîòâåòñòâåííî K(1)) íàäïðîñòðàíñòâîì K̂

(i)
(1) (ñîîòâåòñòâåííî K̂(1)).Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, íèæå îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K̂(i)

1 èïðîñòðàíñòâî K̂1. Îïðåäåëèì òàêæå åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K̂(i)
(1) →

K̂
(i)
1 , K̂(1) → K̂(1). Ýòè îòîáðàæåíèÿ áóäóò PL�ãîìåîìîð�èçìàìè âñþäó,çà èñêëþ÷åíèåì ó÷àñòêîâ ðàçäóòîé äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè, ãäå èìå-åòñÿ âûðîæäåíèå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì äâóëèñòíûå íàêðûâàþùèå K(i)

1è ïðîñòðàíñòâî K1 è åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K(i)
(1) → K

(i)
1 , K(1) → K1.
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Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 26Ïðè îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ d îïðåäåëÿëîñü òàêæå îòîáðàæåíèå ĝ :
Sn−k/i→ Rn, êîòîðîå ïîëó÷åíî ìàëîé PL-äå�îðìàöèåé îáùåãî ïîëîæå-íèÿ êàëèáðà δ èç îòîáðàæåíèÿ iJ0 ◦ p : Sn−k/i → J0 ⊂ Rn. (Ñàìà ýòàäå�îðìàöèÿ è å¼ êàëèáð δ áóäóò ÿâíî óêàçàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåì-ìû 30). �àññìîòðèì òàêæå îòîáðàæåíèå g = π◦d̂ : RPn−k → Sn−k/i→ Rn.�àññìîòðèì ïîëèýäð N̂↓

K0
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĝ èäâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ýòèì ïîëèýäðîì N̂K0 , îïðåäåëåííîå â ñî-îòâåòñòâèè ñ ïðàâûì íèæíèì ïðîñòðàíñòâîì â äèàãðàììå (45). ×òîáûïîä÷åðêíóòü àíàëîãèþ ñî ñëó÷àåì ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, äàëåå âñå ðàñ-ñìàòðèâàåìûå ïîëèýäð (ðàçäóòèå îñîáåííîñòåé íà äèàãîíàëè è àíòèäèà-ãîíàëè â ïîëèýäðàõ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ áóäåòíàçûâàòüñÿ PL-ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñî-áåííîñòÿìè èìåþò îñîáûé êðàé, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê äèàãîíàëè è àíòè-äèàãîíàëè. Ïîëèýäðû áåç òî÷åê äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè îáîçíà÷àþò-ñÿ N̂↓

K0◦
, N̂K0◦ ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäûé òàêîé ïîëèýäð íàçîâåì îòêðûòûììíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿ-ìè N̂K0◦ åñòåñòâåííî âëîæåíî â îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå Γ̂0◦.Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè N̂K0, â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìî ñëóæèò áà-çîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ r : NK0 → N̂K0. Íàêðûòèÿ îïðåäåëåíû â ñîîò-âåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè â äèàãðàììå (45). Îïðåäåëåíî îòêðûòîå ìíî-ãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè NK0◦ 
 êðàåì, êîòîðîå åñòåñòâåííî âêëàäûâà-åòñÿ âî âçðåçàííûé êâàäðàò Γ0. Ïðè ýòîì âëîæåíèè îáðàç NK0◦ ëåæèòâ ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîëèýäðà K(0) è îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿäèàãðàììà îòîáðàæåíèé

NK0◦ ⊂ Uε −→ K(D4, 1)
↓ ↓ ↓

N̂K0◦ ⊂ Ûε −→ K(E, 1),
(64)â êîòîðîé ÷åðåç Uε, Ûε îáîçíà÷åíû ðåãóëÿðíûå ε-îêðåñòíîñòè ïîäïîëèýä-ðîâ K(0) ⊂ Γ0, K̂(0) ⊂ Γ̂0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâûå ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåë-êè ýòîé äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè îòîáðàæåíèé äèàãðàììû(45) íà ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü Uε è íà �àêòîðïðîñòðàíñòâî Ûε ýòîéîêðåñòíîñòè â ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì Γ0, Γ̂0 ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè NK0 è îáîçíà÷èì åãî êîì-ïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç NQ,diag ∪ NQ,antidiag. Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå ñîñîáåííîñòÿìè NK0 ÷åðåç N (0)

K0
, à åãî êîìïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç N (0)

Q,diag ∪49



N
(0)
Q,antidiag. Íèæå â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 30 îïðåäåëåíà ñòðàòè�èêàöèÿ:

N
imax,0

K0
⊂ · · · ⊂ N0

K0
, (65)(ýòà ñòðàòè�èêàöèÿ ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûòèåìñòðàòè�èêàöèè (126), (127)).Îáîçíà÷èì ÷åðåç

W
(i)
K0

= N i
K0
\N i+1

K0
. (66)îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, ñîäåðæàùåå êîìïîíåíòû êðàÿ.Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû åãî êðàÿ N i

Q,diag \N
i+1
Q,diag, N i

Q,antidiag \N
i+1
Q,antidiag÷åðåç W i

Q,diag èW i
Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷å-íèÿ N̂ i

K0
\ N̂ i+1

K0
= Ŵ

(i)
K0
, N̂ i

Q,diag \ N̂
i+1
Q,diag = Ŵ

(i)
Q,diag, N̂ i

Q,antidiag \ N̂
i+1
Q,antidiag =

Ŵ
(i)
Q,antidiag. Ïðè âëîæåíèè W (i)

K0
⊂ Uε ⊂ Γ0 ïîäìíîãîîáðàçèå ñ îñáåííîñòÿ-ìè W (i)

Q,diag âêëàäûâàåòñÿ â êîìïîíåíòó êðàÿ Γdiag, à ïîäìíîãîîáðàçèå 
îñîáåííîñòÿìè W
(i)
Q,antidiag âêëàäûâàåòñÿ â Γantidiag. Àíàëîãè÷íûå óòâåð-æäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êîìïîíåíò ãðàíèöû Ŵ

(i)
Γ0
.Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà(67) îòîáðàæåíèé ïîëèýäðîâ ñ âûïèñàííûìè ïîä äèàãðàììîé ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè. Â ïðîñòðàíñòâà, ñòîÿùèå â òðåòüåé ñòðîêå ýòîé äèà-ãðàììû, îòîáðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíîé ñòðî-êè êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (68), êîòîðàÿ òàêæå îïðåäåëåíà äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, ñîîòâåòñòâóþùåãî íîìåðó ñòðàòà ïîëèýäðàòî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â ñòðàòè�èêàöèè (65).
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K(Ia, 1) K(Ia, 1)

↑ φ̂ տ φ̂ ↑ φ տ φ

RK̂
(i)
0 ⊃ RQ̂

(i)
diag ∪ RQ̂

(i)
antidiag RK

(i)
0 ←− RQ

(i)
diag ∪ RQ

(i)
antidiag

↓ pr̂ ↓ ↓ pr ↓

K̂
(i)
0 ⊃ Q̂

(i)
diag ∪ Q̂

(i)
antidiag K

(i)
0 ⊃ Q

(i)
diag ∪Q

(i)
antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

K̂
(i)
0◦ ⊃ ∅ K

(0)
0◦ ⊃ ∅

↓ η̂ ↓ η

K(E, 1) K(D4, 1).

(67)
�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (67) íà ïðîñòðàíñòâå Q(i)

antidiag çàïè-ñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ ηQ
(i)
antidiag

: Q
(i)
antidiag −→ K(Ia, 1)

ia−→ K(D4, 1),íà ïðîñòðàíñòâå Q(i)
diag çàïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = id,a ◦ pb,d ◦ ηQ

(i)
diag

:

Q
(i)
diag −→ K(Ib, 1) −→ K(Id, 1) −→ K(Ia, 1).
K(Ia, 1) K(Ia, 1)

↑ µ̂a տ µ̂a ↑ µa տ µa

Ŵ
(i)
K0

⊃ Ŵ
(i)
Q,diag ∪ Ŵ

(i)
Q,antidiag W

(i)
K0

⊃ W
(i)
Q,diag ∪W

(i)
Q,antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

Ŵ
(i)
K0◦

⊃ ∅ W
(i)
K0◦

⊃ ∅

↓ η̂ ↓ η

K(E, 1) K(D4, 1).

(68)
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�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (68) íà ïðîñòðàíñòâå W (i)
Q,antidiag çà-ïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ ηW

(i)
Q,antidiag

: W
(i)
Q,antidiag −→ K(Ia, 1)

ia−→

K(D4, 1), íà ïðîñòðàíñòâå W (i)
Q,diag çàïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ pb ◦

η
W

(i)
Q,diag

: W
(i)
Q,diag −→ K(Ib, 1) −→ K(Id, 1) −→ K(Ia, 1).Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðîâî-äèòñÿ â êîíöå ðàçäåëà.Ëåììà 30. Ñóùåñòâóåò ìàëàÿ PL-äå�îðìàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ

(iJ0 ◦ p̂) 7→ d̂ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ñòðàòà W (i)
K0ïîëèýäðà N(d) â ñðåäíåé ñòðîêå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (68) îïðå-äåëåíû îòîáðàæåíèÿ t̂(i) : W

(i)

K̂0
→ RK̂

(i)
0 , t(i) : W

(i)
K0
→ RK

(i)
0 , íàçûâà-åìûå îòîáðàæåíèÿìè ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé, â ñîîòâåòñòâóþùèåïðîñòðàíñòâà âòîðîé ñòðîêè äèàãðàììû (67). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíûîòîáðàæåíèÿ µ̂

(i)
a : W

(i)

K̂0
→ K(Ia, 1), µ(i)

a : W
(i)
K0
→ K(Ia, 1) â äèàãðàììå

(68) ïî �îðìóëàì µ̂
(i)
a = φ̂ ◦ t̂(i), µ(i)

a = φ ◦ t(i).Ïîñòðîåííûå ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ i â (65) ñêëå-èâàþòñÿ äî îòîáðàæåíèé t̂ : N̂K0 → RK̂0 (ñîîòâåòñòâåííî t : NK0 →
RK0) è îïðåäåëåíû èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ µ̂a = φ̂ ◦ t̂ : N̂K0 →
K(Ia, 1) (ñîîòâåòñòâåííî µa = φ ◦ t : NK0 → K(Ia, 1)). Áîëåå òîãî, âû-ïîëíåíî ñîîòíîøåíèå r ◦ µ̂a = µa : NK0 → N̂K0 → K(Ia, 1) è âûïîëíåíûãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïîíåòàõ NQ,diag, NQ,antidiag ãðàíèöû ñòðàòè-�èöèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè NK0, êîòîðûå àíàëîãè÷-íû âûïèñàíûì ïîä �îðìóëîé (68) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ êîìïîíåíò
W

(i)
Q,diag, W (i)

Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî.Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 26Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå µa, îïðåäåëåííîå èç Ëåììû 30 íà ìíîãîîá-ðàçèè ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NK0 , ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ íàâñåì N(d) è óêàçàííîå ïðîäîëæåíèå îïðåäåëÿåò öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðóäëÿ îòîáðàæåíèÿ d.Íàïîìíþ, ÷òî N(d) = Nantidiag∪NK0 ïî îáùåìó êðàþ NQ,antidiag. Ïîëè-ýäð NK0 ÿâëÿåòñÿ áàçîé 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ r : NK0 → N̂K0 è êîððåêòíîîïðåäåëåíà äèàãðàììà (64). Íà êîìïîíåíòå NK0 öèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðàîïðåäåëåíà â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ µa ñ WK0. Â ñèëóâûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ φ íà RQantidiag , RQdiagñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå µa èìååò ïðàâèëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà
NQ,diag è íà NQ,antidiag. Â ÷àñòíîñòè, íà NQ,antidiag îòîáðàæåíèå µa ñîâïà-äàåò ñî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.52



Ïðîâåðèì óñëîâèå (30) â îïðåäåëåíèè öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû äëÿîòîáðàæåíèé ñ îñîáåííîñòüþ. Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 18, ñîãëàñíî êîòî-ðîé äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü àáñîëþòíûé öèêë µR̄ : R̄n−k → K(Id, 1) (íà-ïîìíþ, ÷òî ýòîò öèêë ïîëó÷åí ïðè çàêëåéêå îòîáðàæåíèÿ µa : N(d) →
K(Ia, 1) âäîëü ãðàíèöû äâóìÿ îäèíàêîâûìè êîïèÿìè îòíîñèòåëüíîãîöèêëà, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè) è ïðîâåðèòü, ÷òî öèêë µR̄îïðåäåëÿåò îáðàçóþùóþ ãðóïïû ãîìîëîãèé Hn−k(K(Id, 1); Z/2). Îáîçíà-÷èì ýòó îáðàçóþùóþ ÷åðåç x ∈ Hn−k(K(Id, 1); Z/2).�àññìîòðèì åùå îäèí ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ pc,∗ ◦ η̄∗([N̄(d)]) ∈
Hn−k(K(Id, 1); Z/2), êîòîðûé îïðåäåëåí öèêëîì, ïîëó÷åííûì ïðè ïî-ìîùè êîìïîçèöèè êàíîíè÷åñêîãî íàêðûòèÿ η̄ : N̄(d) → K(Ic, 1) íàäñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì η : N(d) → K(D4, 1) ñ îòîáðàæåíèåì
pc : K(Ic, 1) → K(Id, 1). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè N̄(d) ðàññìàò-ðèâàåòñÿ êàê çàìêíóòîå, ò.å. êàíîíè÷åñêîå íàêðûòèå áåðåòñÿ ðàçâåòâëåí-íûì íàä êðàåì ∂N(d). Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííûé êëàññ ãîìîëîãèé ÷åðåç
y ∈ Hn−k(K(Id, 1); Z/2).Äîêàæåì, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì êëàññîì ãîìîëîãèé. Äàëåå ïðî-âåðèì, ÷òî x = y. Äåéñòâèòåëüíî, êëàññ êîãîìîëîãèé yop, äâîéñòâåí-íûé ïî Ïóàíêàðå êëàññó ãîìîëîãèé y, âû÷èñëÿåòñÿ êàê íîðìàëüíûé õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ w̄k ∈ H

k(RPn−k; Z/2) = Hk(K(Id, 1); Z/2). (Ïðè
n = 2l − 1 êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ w̄k íå ðàâåí íóëþ.)Âñïîìíèì, ÷òî N(d) = Nantidiag ∪NQ,antidiag

NK0. Ïîýòîìó äâóëèñòíîåíàêðûâàþùåå N̄(d) òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóëèñò-íûõ íàêðûâàþùèõ ïî �îðìóëå N̄(d) = N̄antidiag ∪N̄Q,antidiag
N̄K0. Ñïðàâåä-ëèâà àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëà R̄ = R̄Q,antidiag ∪ R̄K0. Ïðè ýòîì R̄Q,antidiag è

N̄Q,antidiag PL-ãîìåîìîð�íû êàê ìíîãîîáðàçèÿ 
 îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì,à îòîáðàæåíèÿ µ̄a, pc ◦ η̄ íà óêàçàííîé îáùåé ÷àñòè ñîâïàäàþò.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè R̄K0 ÿâëÿåòñÿäâóëèñòíûì íàêðûâàþùèì íàä íåêîòîðûì ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿ-ìè R̃K0. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè NK0 ñëóæèò äâó-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì äëÿ N̂K0 . Çäåñü è äàëåå äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ îñî-áåííîñòÿìè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿìãðóïï â äèàãðàììå (45). Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå µ̄a|RK0
: RK0 → K(Id, 1)ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç äâóëèñòíîå íàêðûòèå R̄K0 → R̃K0, ïîñêîëüêó ñàìîîòîáðàæåíèå µa|NK0

íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå µ̂a|N̂K0
. Òàêæå ëåãêî ïðî-âåðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå N̄Γ0 ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûâàþùèì íàä

N̄↓
K0
, ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå pc ◦ η̄|N̄K0

ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç äâóëèñòíîå íà-êðûòèå N̄K0 → N̄↓
K0
. Ïîýòîìó êàæäûé èç öèêëîâ x, y ãîìîëîãè÷åí öèêëóñ íîñèòåëåì íà îáùåé ÷àñòè N̄antidiag .Ëåììà 26 äîêàçàíà. 53



Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 27Ïðè îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ c îïðåäåëÿëîñü òàêæå îòîáðàæåíèå ĥ :
Sn−2k/Qa → Rn, êîòîðîå ïîëó÷åíî ìàëîé PL-äå�îðìàöèåé îáùåãî ïîëî-æåíèÿ êàëèáðà δ èç îòîáðàæåíèÿ iJ1 ◦ p : Sn−2k/Qa → J1 ⊂ Rn. (Ñàìàýòà äå�îðìàöèÿ è å¼ êàëèáð δ áóäóò ÿâíî óêàçàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâåËåììû 31 êîòîðîå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 30.)�àññìîòðèì òàêæå îòîáðàæåíèå h = π ◦ ĉ : Sn−2k/i→ Sn−2k/Qa → Rn.�àññìîòðèì ïîëèýäð L̂↓

K1
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĥ èäâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ýòèì ïîëèýäðîì L̂K1, îïðåäåëåííîå â ñî-îòâåòñòâèè ñ ïðàâûì íèæíèì ïðîñòðàíñòâîì â äèàãðàììå (51). ×òîáûïîä÷åðêíóòü àíàëîãèþ ñî ñëó÷àåì ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, äàëåå âñå ðàñ-ñìàòðèâàåìûå ïîëèýäð (ðàçäóòèå îñîáåííîñòåé íà äèàãîíàëè è àíòèäèà-ãîíàëè â ïîëèýäðàõ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ áóäåòíàçûâàòüñÿ PL-ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñî-áåííîñòÿìè èìåþò îñîáûé êðàé, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê äèàãîíàëè è àíòè-äèàãîíàëè. Ïîëèýäðû áåç òî÷åê äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè îáîçíà÷àþò-ñÿ L̂↓

K1◦
, L̂K1◦ ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäûé òàêîé ïîëèýäð íàçîâåì îòêðûòûììíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿ-ìè L̂K1◦ åñòåñòâåííî âëîæåíî â îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì Γ̂1◦.Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè L̂K1 , â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìî ñëóæèò áà-çîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ r : LK1 → L̂K1 . Íàêðûòèÿ îïðåäåëåíû â ñîîò-âåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè â äèàãðàììå (51). Îïðåäåëåíî îòêðûòîå ìíî-ãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè LK1◦ 
 êðàåì, êîòîðîå åñòåñòâåííî âêëàäûâà-åòñÿ âî âçðåçàííûé êâàäðàò Γ1. Ïðè ýòîì âëîæåíèè îáðàç LK1◦ ëåæèòâ ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîëèýäðà K(1) è îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿäèàãðàììà îòîáðàæåíèé:

LK1◦ ⊂ Uε −→ K(H, 1)
↓ ↓ ↓

L̂K1◦ ⊂ Ûε −→ K(G, 1),
(69)â êîòîðîé ÷åðåç Uε, Ûε îáîçíà÷åíû ðåãóëÿðíûå ε-îêðåñòíîñòè ïîäïîëèýä-ðîâ K1◦ ⊂ Γ1, K̂1◦ ⊂ Γ̂1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâûå ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêèýòîé äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè îòîáðàæåíèé äèàãðàììû (69)íà ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü Uε è íà �àêòîðïðîñòðàíñòâî Ûε ýòîé îêðåñò-íîñòè â ìíîãîîáðàçèÿõ Γ1, Γ̂1 ñîîòâåòñòâåííî.�àññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè LK1 è îáîçíà÷èì åãî êîì-ïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç LQ,diag∪LQ,antidiag. Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå LK1÷åðåç L(0)

K1
, à åãî êîìïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç L(1)

Q,diag ∪ L
(1)
Q,antidiag . Íèæå â äî-êàçàòåëüñòâå Ëåììû 30 ïî àíàëîãèè ñî ñòðàòè�èêàöèåé (65) îïðåäåëåíà54



ñòðàòè�èêàöèÿ
L

imax,1

K1
⊂ · · · ⊂ L0

K1
. (70)Îáîçíà÷èì ÷åðåç

W
(i)
K1

= Li
K1
\ Li+1

K1
. (71)îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, ñîäåðæàùåå êîìïîíåíòû êðàÿ.Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû åãî êðàÿ Li

Q,diag \L
i+1
Q,diag, Li

Q,antidiag \L
i+1
Q,antidiag÷åðåç W (i)

Q,diag è W
(i)
Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì àíàëîãè÷íûå îáîçíà-÷åíèÿ L̂i

K1
\ L̂i+1

K1
= Ŵ

(i)
K1
, L̂i

Q,diag \ L̂
i+1
Q,diag = Ŵ

(i)
Q,diag, L̂i

Q,antidiag \ L̂
i+1
Q,antidiag =

Ŵ
(i)
Q,antidiag. Ïðè âëîæåíèè W (i)

K1
⊂ Uε ⊂ Γ1 ïîäìíîãîîáðàçèå ñ îñáåííîñòÿ-ìè W (i)

Q,diag âêëàäûâàåòñÿ â êîìïîíåíòó êðàÿ Γdiag, à ïîäìíîãîîáðàçèå 
îñîáåííîñòÿìè W
(i)
Q,antidiag âêëàäûâàåòñÿ â Γantidiag. Àíàëîãè÷íûå óòâåð-æäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êîìïîíåíò ãðàíèöû Ŵ

(i)
Γ1
.Îáîçíà÷èì îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì L(i)

K1
\Li+1

K1÷åðåçW (i)
K1
. Îáîçíà÷èì ýòè êîìïîíåíòû åãî êðàÿ ÷åðåçW (i)

Q,diag∪W
(i)
Q,antidiag.Ïðè âëîæåíèè W

(i)
K1
⊂ Uε ⊂ Γ1 ïîäìíîãîîáðàçèå W (i)

Q,diag âêëàäûâàåòñÿâ êîìïîíåíòó êðàÿ Γdiag, à ïîäìíîãîîáðàçèå W (i)
Q,antidiag âêëàäûâàåòñÿ â

Γantidiag . Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êîìïîíåíò ãðàíè-öû Ŵ
(i)
Γ1
.Äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i ≤ imax,1, îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà(72) îòîáðàæåíèé ïîëèýäðîâ ñ âûïèñàííûìè ïîä äèàãðàììîé ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè. Â ïðîñòðàíñòâà, ñòîÿùèå â òðåòüåé ñòðîêå ýòîé äèà-ãðàììû, îòîáðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíîé ñòðî-êè êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (73), êîòîðàÿ òàêæå îïðåäåëåíà äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî i, 1 ≤ i ≤ imax,1, ñîîòâåòñòâóþùåãî íîìåðó ñòðàòà ïîëèýäðàòî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â ñòðàòè�èêàöèè (70):

55



K(Qa, 1) K(Qa, 1)

↑ φ̂ տ φ̂ ↑ φ տ φ

RK̂
(i)
1 ⊃ RQ̂

(i)
diag ∪RQ̂

(i)
antidiag RK

(i)
1 ←− RQ

(i)
diag ∪ RQ

(i)
antidiag

↓ pr̂ ↓ ↓ pr ↓

K̂
(i)
1 ⊃ Q̂

(i)
diag ∪ Q̂

(i)
antidiag K

(i)
1 ⊃ Q

(i)
diag ∪Q

(i)
antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

K̂
(i)
1◦ ⊃ ∅ K

(0)
1◦ ⊃ ∅

↓ ζ̂ ↓ ζ

K(G, 1) K(H, 1).

(72)
�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (72) íà ïðîñòðàíñòâå Q(i)

antidiag çàïè-ñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ ζQ(i)
antidiag

: Q
(i)
antidiag −→ K(Qa, 1)

ia−→ K(H, 1).�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (72) íà ïðîñòðàíñòâå Q(i)
diag çàïèñûâàþò-ñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ pb ◦ ζQ(i)

diag

: Q
(i)
diag −→ K(Hb, 1) −→ K(Hd, 1) −→

K(Qa, 1).
K(Qa, 1) K(Qa, 1)

↑ λ̂a տ λ̂a ↑ λa տ λa

Ŵ
(i)
K1

⊃ Ŵ
(i)
Q,diag ∪ Ŵ

(i)
Q,antidiag W

(i)
K1

⊃ W
(i)
Q,diag ∪W

(i)
Q,antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

Ŵ
(i)
K1◦

⊃ ∅ W
(i)
K1◦

⊃ ∅

↓ ζ̂ ↓ ζ

K(G, 1) K(H, 1)

(73)
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�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (73) íà ïðîñòðàíñòâå W (i)
Q,antidiag çà-ïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = ia ◦ ζW (i)

Q,antidiag

: W
(i)
Q,antidiag −→ K(Qa, 1)

ia−→

K(H, 1). �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (73) íà ïðîñòðàíñòâå W (i)
Q,diagçàïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé φ = id,a ◦ pb,d ◦ ζW (i)

Q,diag

: W
(i)
Q,diag −→ K(Hb, 1) −→

K(Hd, 1) −→ K(Qa, 1).Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðîâî-äèòñÿ â êîíöå ðàçäåëà.Ëåììà 31. Ñóùåñòâóåò ìàëàÿ PL-äå�îðìàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
(iJ1 ◦ p̂) 7→ ĉ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ñòðàòà W (i)

K1ïîëèýäðà L(d) â ñðåäíåé ñòðîêå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (73) îïðå-äåëåíû îòîáðàæåíèÿ t̂(i) : W
(i)

K̂1
→ RK̂

(i)
1 , t(i) : W

(i)
K1
→ RK

(i)
1 , íàçûâà-åìûå îòîáðàæåíèÿìè ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé, â ñîîòâåòñòâóþùèåïðîñòðàíñòâà âòîðîé ñòðîêè äèàãðàììû (72). Ïðè ýòîì îïðåäåëåíûîòîáðàæåíèÿ λ̂(i)

a : W
(i)

K̂1
→ K(Qa, 1), λ(i)

a : W
(i)
K1
→ K(Qa, 1) â äèàãðàììå

(73) ïî �îðìóëàì λ̂
(i)
a = φ̂ ◦ t̂(i), λ(i)

a = φ ◦ t(i).Ïîñòðîåííûå ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ i â (70) ñêëå-èâàþòñÿ äî îòîáðàæåíèé t̂ : L̂K1 → RK̂1 (ñîîòâåòñòâåííî t : NK1 →
RK1) è îïðåäåëåíû èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ λ̂a = φ̂ ◦ t̂ : L̂K1 →
K(Qa, 1) (ñîîòâåòñòâåííî λa = φ ◦ t : LK1 → K(Qa, 1)). Áîëåå òîãî, âû-ïîëíåíî ñîîòíîøåíèå r ◦ λ̂a = λa : LK1 → L̂K1 → K(Qa, 1) è âûïîëíåíûãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïîíåòàõ LQ,diag, LQ,antidiag ãðàíèöû ñòðàòè-�èöèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè LK1, êîòîðûå àíàëîãè÷-íû âûïèñàíûì ïîä �îðìóëîé (73) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ êîìïîíåíò
W

(i)
Q,diag, W (i)

Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî.Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 27Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì èç îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâàËåììû 26. Ëåììà 27 äîêàçàíà.Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 28Èçëîæèì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Ìû íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ÿâíî îïèøåì ïîëè-ýäðû K0, K̂0 è ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ η, η̂ íà ýòèõ ïîëèýäðàõ ïðè ïî-ìîùè êîîðäèíàò. Çàòåì äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, ïîñòðîèì ïðîñòðàí-ñòâà RK(i)
0 , RK̂(i)

0 , ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr : RK
(i)
0 → K

(i)
0 , pr̂ :

RK̂
(i)
0 → K̂

(i)
0 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂

(i)
0 → K(Ia, 1), φ : RK

(i)
0 → K(Ia, 1),êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Çàòåì ïîñòðî-èì ïðîñòðàíñòâà RK0, RK̂0, ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr : RK0 → K0,57



pr̂ : RK̂0 → K̂0 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂0 → K(Ia, 1), φ : RK0 → K(Ia, 1),êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 29Èçëîæèì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Ìû íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ÿâíî îïèøåì ïîëè-ýäðû K1, K̂1 è ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ ζ , ζ̂ íà ýòèõ ïîëèýäðàõ ïðè ïî-ìîùè êîîðäèíàò. Çàòåì äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, ïîñòðîèì ïðîñòðàí-ñòâà RK(i)
1 , RK̂(i)

1 , ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr : RK
(i)
1 → K

(i)
1 , pr̂ :

RK̂
(i)
1 → K̂

(i)
1 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂

(i)
1 → K(Qa, 1), φ : RK

(i)
1 → K(Qa, 1),êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Çàòåì ïîñòðî-èì ïðîñòðàíñòâà RK1, RK̂1, ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr : RK1 → K1,

pr̂ : RK̂1 → K̂1 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂1 → K(Qa, 1), φ : RK1 → K(Qa, 1),êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Ïîñòðîåíèå ñòðàòè�èêàöèé ïîëèýäðîâ J0, K0, K̂0 è îòîáðàæåíèé
K(0) → K0, K̂(0) → K̂0.Óïîðÿäî÷èì ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà, îáðàçóþùèå äæîéí, ÷èñëàìè îò 1äî r0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç J0(k1, . . . , ks) ⊂ J0 ïîääæîéí, îáðàçîâàííûé âû-áðàííûì íàáîðîì îêðóæíîñòåé (îäíîìåðíûõ ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ S1/iñ íîìåðàìè 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤ r, 0 ≥ s ≥ r0. Ïîñòðîåííàÿ ñòðàòè-�èêàöèÿ èíäóöèðîâàíà èç ñòàíäàðòíîé ñòðàòè�èêàöèè îòêðûòûõ ãðà-íåé ñòàíäàðòíîãî r0-ìåðíîãî ñèìïëåêñà δr ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè
J0 → δr. Ïðîîáðàçàìè âåðøèí ñèìïëåêñà ñëóæàò ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà
J0(j) ⊂ J0, J0(j) ≈ S1/i, 1 ≤ j ≤ r, ïîðîæäàþùèå äæîéí.Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Js

0 êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â J0, ïîëó÷åííîå âðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ J0(k1, . . . , ks) ⊂ J0. Îïðå-äåëèì ïðîñòðàíñòâî J (i)
0 , imax,0 ≥ i ≥ r0 ïî �îðìóëå:

J
(i)
0 = J i

0 \ J
rmin,0+1
0 .Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ îòêðûòóþ êëåòêó ïðîñòðàíñòâà

p̂−1(J0(k1, . . . , ks)) ÷åðåç Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−k/i. Òàêóþ îòêðûòóþêëåòêó íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ãëóáèíû r − s. Òî÷êà íàýëåìåíòàðíîì ñòðàòå Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−k/i îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîìêîîðäèíàò (x̌k1 , . . . , x̌ks
, l), ãäå x̌ki

� êîîðäèíàòà íà 1-ñ�åðå (îêðóæíîñòè),íàêðûâàþùåé ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì ki, l� êîîðäèíàòà íàñîîòâåòñòâóþùåì (s − 1)-ìåðíîì ñèìïëåêñå äæîéíà. Ïðè ýòîì åñëèäâà íàáîðà êîîðäèíàò îòîæäåñòâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïðè ïðåîáðàçî-âàíèè òðàíñëÿöèè öèêëè÷åñêîãî Ia-íàêðûòèÿ íà îáðàçóþùóþ, êîòîðîå58



ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåãî íàáîðà êîîðäèíàò, òî ýòè íàáîðû îïðåäå-ëÿþò îäíó è òó æå òî÷êó íà Sn−k/i. Òî÷êè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå
Û(k1, . . . , ks) ëåæàò â îáúåäèíåíèè ñèìïëåêñîâ 
 âåðøèíàìè íà ëèíçîâûõïîäïðîñòðàíñòâàõ äæîéíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè. Êàæäûéýëåìåíòàðíûé ñòðàò Û(k1, . . . , ks) ñëóæèò áàçîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
U(k1, . . . , ks) → Û(k1, . . . , ks), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî èç äâóëèñòíîãîíàêðûòèÿ RPn−k → Sn−k/i ïðè âêëþ÷åíèè Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−k/i.Ïîëèýäð K̂(0) \ (Q̂0,diag ∪ Q̂0,antydiag) ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå îòêðû-òûõ ïîäìíîæåñòâ (ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ) K0(k1, . . . , ks), 1 ≤ s ≤ r âñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòè�èêàöèåé ïðîñòðàíñòâà J0. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìî-ãî ñòðàòà ÷èñëî r − s íåäîñòàþùèõ êîîðäèíàò äî ïîëíîãî íàáîðà íàçî-âåì ãëóáèíîé ñòðàòà. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûòèå K0(k1, . . . , ks)→
K̂0(k1, . . . , ks), ñîãëàñîâàíîå ñ ïîñòðîåííîé ñòðàòè�èêàöèåé áàçû.Îïèøåì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K0(k1, . . . , ks) ïðè ïîìîùè ñèñòåìû êî-îðäèíàò. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàçáåðåì ñëó÷àé s = r0 Ïóñòü äëÿïàðû òî÷åê (x1, x2), îïðåäåëÿþùèõ òî÷êó íà K(1, . . . , r0), �èêñèðîâà-íà ïàðà òî÷åê (x̌1, x̌2) íà íàêðûâàþùåé ñ�åðå Sn−k, êîòîðàÿ ïåðåõîäèòâ ðàññìàòðèâàåìóþ ïàðó (x1, x2) ïðè ïðîåêöèè Sn−k → RPn−k. Â ñîîò-âåòñòâèè ñ ïðîäåëàííûì âûøå ïîñòðîåíèåì, îáîçíà÷èì ÷åðåç (x̌1,i, x̌2,i),
i = 1, . . . , r0 íàáîð ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò êàæäîé òî÷êè. Êàæäàÿ òà-êàÿ êîîðäèíàòà îïðåäåëÿåò òî÷êó íà 1-ìåðíîé ñ�åðå (îêðóæíîñòè) S1

iñ òåì æå íîìåðîì i, êîòîðàÿ íàêðûâàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ îêðóæíîñòü
J0(i) ⊂ J0 â äæîéíå. Çàìåòèì, ÷òî ïàðà êîîðäèíàò ñ îáùèì íîìåðîì íåîá-õîäèìî îïðåäåëÿåò ïàðó òî÷åê â îäíîì ñëîå ñòàíäàðòíîãî öèêëè÷åñêîãî
Ia-íàêðûòèÿ S1 → S1/i.Íàáîðû êîîðäèíàò (x̌1,i, x̌2,i) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåçà-âèñèìûõ çàìåí íà àíòèïîäàëüíûå. Êðîìå òîãî, òî÷êè â ïàðå (x1, x2) íåäîïóñêàþò åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ è ïîäíÿòèå òî÷êè ñ K0 äî ïà-ðû òî÷åê (x̄1, x̄2), ëåæàùèõ íà ñ�åðå Sn−k, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî8 ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé. (Ïîðÿäîê ãðóïïû D4 ðàâåí 8.)Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ òî÷åê áîëåå ãëóáîêèõ ýëå-ìåíòàðíûõ ñòðàòîâK0(k1, . . . , ks), 1 ≤ s ≤ r. Ïðè ýòîì, åñëè íàáîðû êîîð-äèíàò ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà äåéñòâèåì íåêî-òîðîãî ýëåìåíòà Ia�íàêðûòèÿ, òî ìåíüøèé ñòðàò ëåæèò öåëèêîì íà ðàç-äóòîé äèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ ýëåìåíòîì ïîäãðóïïû Id ⊂ Ia)èëè àíòèäèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ íà ýëåìåíò ñìåæíîãî êëàññà
Ia \ Id).Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂(i)

0 , 0 ≤ i ≤ imax,0 êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíå-íèå âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû i. Ïðè i ≥ 1 ðàññìàòðèâàþòñÿñòðàòû, ïîïàâøèå íà äèàãîíàëü èëè àíòèäèàãîíàëü. (Ïðè i = 0 äèàãî-59



íàëüíûé è àíòèäèàãîíàëüíûé ñòðàò îòñóòñòâóåò.) Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂0â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîëèýäðîâ K̂(i)
0 ïðè 0 ≤ i ≤ imax,0,ïðè÷åì ïðèìûêàíèÿ ãðàíåé, îïðåäåëÿþùèå ñêëåéêó, ñîãëàñîâàííû ñ ïî-ñòðîåííûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëèýäð K̂(0)

0 ñîâïàäà-åò ñ îïðåäåëåííûì ðàíåå ïîëèýäðîì K̂(0)
(0) . Ïðè 1 ≤ i ≤ imax,0 ïîëèýäð K̂(i)

0îòëè÷àåòñÿ îò ïîëèýäðà K̂(i)
(0) ëèøü â äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõïîäïîëèýäðàõ.Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ

K̂
(i)
(0) → K̂

(i)
0 , 1 ≤ i ≤ imax,0,

K̂(0) → K̂0,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ PL�ãîìåîìîð�èçìîì âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, äèàãî-íàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïîäïîëèýäðîâ, íà êîòîðûõ ýòè îòîáðàæå-íèÿ ñîâïàäàþò ñ åñòåñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè ÷àñòè ðàçäóòîé äèàãîíàëè(ñîîòâåòñòâåííî, àíòèäèàãîíàëè) íà äèàãîíàëü (ñîîòâåòñòâåííî àíòèäèà-ãîíàëü), ïîíèæàþùèìè ðàçìåðíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̂(i)
0◦ , K̂0◦ ïîëèýä-ðû, ïîëó÷åííûå èç K̂(i)

0 , K̂0 â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ òî÷åê íà äèàãîíàëè èàíòèäèàãîíàëè.Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îïðåäåëÿþòñÿ äâóëèñòíûå íàêðûâàþùèåK(i)
0 ,

K(0), K(i)
0◦ , K0◦ íàä ïîñòðîåííûìè ïîëèýäðàìè è îòîáðàæåíèÿ

K
(i)
(0) → K

(i)
0 , 1 ≤ i ≤ imax,0,

K(0) → K0.Ïîñòðîåíèå ñòðàòè�èêàöèé ïîëèýäðîâ J1, K1, K̂1 è ïîñòðîåíèåîòîáðàæåíèé K(1) → K1, K̂(1) → K̂1.Óïîðÿäî÷èì ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà, îáðàçóþùèå äæîéí, ÷èñëàìè îò 1äî r1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç J1(k1, . . . , ks) ⊂ J1 ïîääæîéí, îáðàçîâàííûé âû-áðàííûì íàáîðîì êâàòåðíèîííûõ ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ S3/Qa ñ íîìå-ðàìè 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤ r1, 0 ≥ s ≥ r1. Ïîñòðîåííàÿ ñòðàòè�èêàöèÿ èí-äóöèðîâàíà èç ñòàíäàðòíîé ñòðàòè�èêàöèè îòêðûòûõ ãðàíåé ñòàíäàðò-íîãî r1-ìåðíîãî ñèìïëåêñà δr1 ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè J1 → δr1. Ïðî-îáðàçàìè âåðøèí ñèìïëåêñà ñëóæàò ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà J1(j) ⊂ J1,
J1(j) ≈ S3/Qa, 1 ≤ j ≤ r1, ïîðîæäàþùèå äæîéí.60



Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Js
1 êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â J1, ïîëó÷åííîå âðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ J1(k1, . . . , ks) ⊂ J1. Îïðå-äåëèì ïðîñòðàíñòâî J (i)

1 , imax,1 ≥ i ≥ r1 ïî �îðìóëå:
J

(i)
1 = J i

1 \ J
rmin,1+1
1 .Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ îòêðûòóþ êëåòêó ïðîñòðàíñòâà

p̂−1(J1(k1, . . . , ks)) ÷åðåç Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−2k/Qa. Òàêóþ îòêðûòóþêëåòêó íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ãëóáèíû r1 − s. Òî÷êà íàýëåìåíòàðíîì ñòðàòå Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−2k/Qa îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîìêîîðäèíàò (x̌k1 , . . . , x̌ks
, l), ãäå x̌ki

� êîîðäèíàòà íà 1-ñ�åðå (îêðóæíîñòè),íàêðûâàþùåé ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì ki, l� êîîðäèíàòà íàñîîòâåòñòâóþùåì (s− 1)-ìåðíîì ñèìïëåêñå äæîéíà. Ïðè ýòîì åñëè äâàíàáîðà êîîðäèíàò îòîæäåñòâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïðè ïðåîáðàçîâàíèèòðàíñëÿöèè öèêëè÷åñêîãî Qa-íàêðûòèÿ íà îáðàçóþùóþ, êîòîðîå ÿâ-ëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåãî íàáîðà êîîðäèíàò, òî ýòè íàáîðû îïðåäåëÿþòîäíó è òó æå òî÷êó íà Sn−2k/Qa. Òî÷êè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå
Û(k1, . . . , ks) ëåæàò â îáúåäèíåíèè ñèìïëåêñîâ 
 âåðøèíàìè íà ëèíçîâûõïîäïðîñòðàíñòâàõ äæîéíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè. Êàæäûéýëåìåíòàðíûé ñòðàò Û(k1, . . . , ks) ñëóæèò áàçîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
U(k1, . . . , ks) → Û(k1, . . . , ks), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî èç äâóëèñòíîãîíàêðûòèÿ Sn−2k/i→ Sn−2k/Qa ïðè âêëþ÷åíèè Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−2k/Qa.Ïîëèýäð K̂(1) \ (Q̂1,diag ∪ Q̂1,antydiag) ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå îòêðû-òûõ ïîäìíîæåñòâ (ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ) K1(k1, . . . , ks), 1 ≤ s ≤ r âñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòè�èêàöèåé ïðîñòðàíñòâà J1. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìî-ãî ñòðàòà ÷èñëî r − s íåäîñòàþùèõ êîîðäèíàò äî ïîëíîãî íàáîðà íàçî-âåì ãëóáèíîé ñòðàòà. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûòèå K1(k1, . . . , ks)→
K̂1(k1, . . . , ks), ñîãëàñîâàíîå ñ ïîñòðîåííîé ñòðàòè�èêàöèåé áàçû.Îïèøåì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K1(k1, . . . , ks) ïðè ïîìîùè ñèñòåìû êî-îðäèíàò. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàçáåðåì ñëó÷àé s = r1 Ïóñòü äëÿïàðû òî÷åê (x1, x2), îïðåäåëÿþùèõ òî÷êó íà K(1, . . . , r1), �èêñèðîâàíàïàðà òî÷åê (x̌1, x̌2) íà íàêðûâàþùåé ñ�åðå Sn−2k, êîòîðàÿ ïåðåõîäèò âðàññìàòðèâàåìóþ ïàðó (x1, x2) ïðè ïðîåêöèè Sn−2k → Sn−2k/i. Â ñîîò-âåòñòâèè ñ ïðîäåëàííûì âûøå ïîñòðîåíèåì, îáîçíà÷èì ÷åðåç (x̌1,i, x̌2,i),
i = 1, . . . , r1 íàáîð ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò êàæäîé òî÷êè. Êàæäàÿ òàêàÿêîîðäèíàòà îïðåäåëÿåò òî÷êó íà 3-ìåðíîé ñ�åðå S3

i ñ òåì æå íîìåðîì i,êîòîðàÿ íàêðûâàåò ñîîòâåòñòâóþùåå êâàòåðíèîííîå ëèíçîâîå ïðîñòðàí-ñòâî J1(i) ⊂ J1 â äæîéíå. Çàìåòèì, ÷òî ïàðà êîîðäèíàò ñ îáùèì íîìåðîìíåîáõîäèìî îïðåäåëÿåò ïàðó òî÷åê â îäíîì ñëîå ñòàíäàðòíîãî öèêëè÷å-ñêîãî Qa-íàêðûòèÿ S3 → S3/Qa.Íàáîðû êîîðäèíàò (x̌1,i, x̌2,i) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåçà-âèñèìûõ çàìåí íà àíòèïîäàëüíûå. Êðîìå òîãî, òî÷êè â ïàðå (x1, x2) íå61



äîïóñêàþò åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ è ïîäíÿòèå òî÷êè ñ K1 äî ïà-ðû òî÷åê (x̄1, x̄2), ëåæàùèõ íà ñ�åðå Sn−2k, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî32 ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé. (Ïîðÿäîê ãðóïïû H ðàâåí 32.)Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ òî÷åê áîëåå ãëóáîêèõ ýëå-ìåíòàðíûõ ñòðàòîâ K0(k1, . . . , ks), 1 ≤ s ≤ r1. Ïðè ýòîì, åñëè íàáîðûêîîðäèíàò ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà äåéñòâèåìíåêîòîðîãî ýëåìåíòà Qa�íàêðûòèÿ, òî ìåíüøèé ñòðàò ëåæèò öåëèêîìíà ðàçäóòîé äèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ ýëåìåíòîì ïîäãðóïïû
Ia ⊂ Qa) èëè àíòèäèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ íà ýëåìåíò ñìåæ-íîãî êëàññà Qa \ Ia).Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂(i)

1 , 0 ≤ i ≤ imax,1 êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèåâñåõ ñòðàòîâ ãëóáèíû i. Ïðè i ≥ 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ, â òîì ÷èñëå, ñòðàòû,ïîïàâøèå íà äèàãîíàëü èëè àíòèäèàãîíàëü. (Ïðè i = 0 äèàãîíàëüíûé èàíòèäèàãîíàëüíûé ñòðàò îòñóòñòâóåò.) Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂1 â ðåçóëü-òàòå ñêëåéêè îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîëèýäðîâ K̂(i)
1 ïðè 0 ≤ i ≤ imax,1, ïðè÷åìïðèìûêàíèÿ ãðàíåé, îïðåäåëÿþùèå ñêëåéêó, ñîãëàñîâàííû ñ ïîñòðîåí-íûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëèýäð K̂

(0)
1 ñîâïàäàåò ñîïðåäåëåííûì ðàíåå ïîëèýäðîì K̂

(0)
(1) . Ïðè 1 ≤ i ≤ imax,1 ïîëèýäð K̂

(i)
1îòëè÷àåòñÿ îò ïîëèýäðà K̂(i)

(1) ëèøü íà êîìïîíåíòàõ, ëåæàùèõ íà äèàãî-íàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïîäïîëèýäðàõ.Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ
K̂

(i)
(1) → K̂

(i)
1 , 1 ≤ i ≤ imax,1,

K̂(1) → K̂1,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ PL�ãîìåîìîð�èçìîì âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, äèàãî-íàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïîäïîëèýäðîâ, íà êîòîðûõ ýòè îòîáðàæå-íèÿ ñîâïàäàþò ñ åñòåñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè ÷àñòè ðàçäóòîé äèàãîíàëè(ñîîòâåòñòâåííî, àíòèäèàãîíàëè) íà äèàãîíàëü (ñîîòâåòñòâåííî àíòèäèà-ãîíàëü), ïîíèæàþùèìè ðàçìåðíîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̂(i)
1,◦, K̂1,◦ ïîëè-ýäðû, ïîëó÷åííûå èç K̂(i)

1 , K̂1 â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ òî÷åê íà äèàãîíàëèè àíòèäèàãîíàëè.Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îïðåäåëÿþòñÿ äâóëèñòíûå íàêðûâàþùèåK(i)
1 ,

K(1), K(i)
1,◦, K1,◦ íàä ïîñòðîåííûìè ïîëèýäðàìè è îòîáðàæåíèÿ

K
(i)
(1) → K

(i)
1 , 1 ≤ i ≤ imax,1,

K(1) → K0.62



Êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ïðîñòðàíñòâ
K0,◦, K̂0,◦Ïóñòü x ∈ K0(1, . . . , r0) � òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ìàêñèìàëüíîì ýëåìåí-òàðíîì ñòðàòå. �àññìîòðèì íàáîðû ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x̌1,i è x̌2,i,
1 ≤ i ≤ r0 òî÷êè x. Ïðè êàæäîì i âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè: ïàðà
i-ûõ êîîðäèíàò ñîâïàäàåò; àíòèïîäàëüíà; âòîðàÿ êîîðäèíàòà ïîëó÷àåò-ñÿ èç ïåðâîé â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îáðàçóþùóþ (èëè ìèíóñîáðàçóþùóþ) öèêëè÷åñêîãî íàêðûòèÿ. Ñîïîñòàâèì óïîðÿäî÷åííîé ïàðåêîîðäèíàò x̌1,i, x̌2,i âû÷åò vi ñî çíà÷åíèåì +1, −1, +i èëè −i ñîîòâåòñòâåí-íî.Ïðè èçìåíåíèè íàáîðà êîîðäèíàò îäíîé èç òî÷åê íà àíòèïîäàëüíûéíàáîð, ñêàæåì, íàáîðà êîîðäèíàò òî÷êè x2, íàáîð çíà÷åíèé âû÷åòîâ ïðèíîâîì âûáîðå ïðîîáðàçà x̄2 íà ñ�åðè÷åñêîì íàêðûòèè ïîëó÷àåòñÿ èçïåðâîíà÷àëüíîãî íàáîðà èçìåíåíèåì çíàêîâ. Ïðè ïåðåíóìåðàöèè òî÷åêíàáîð âû÷åòîâ èçìåíèòñÿ íà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûé. Î÷åâèäíî, ÷òîíàáîð âû÷åòîâ íå èçìåíèòñÿ, åñëè âûáðàòü äðóãóþ òî÷êó íà òîì æå ýëå-ìåíòàðíîì ñòðàòå ïðîñòðàíñòâà K0◦. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà K̂0◦ ñïðàâåäëèâûàíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ, ò.ê. îáå òî÷êè ñëîÿ íàêðûòèÿ K0◦ → K̂0◦ ëåæàòíà îäíîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå.Ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K0(1, . . . , r) â ñîîòâåòñòâèè ñîïðåäåëåííûì íàáîðîì âû÷åòîâ äåëÿòñÿ íà 3 òèïà: Ia, Ib, Id. Åñëè ñðå-äè âû÷åòîâ íàáîðà âñòðå÷àþòñÿ ëèøü âû÷åòû {+i,−i} ({+1,−1}, áó-äåì ãîâîðèòü îá ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå òèïà Ia (Ib). Åñëè ñðåäè âû÷åòîââñòðå÷àþòñÿ êàê âû÷åòû èç íàáîðà {+i,−i}, òàê è èç íàáîðà {+1,−1},áóäåì ãîâîðèòü îá ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå òèïà Id. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òîîãðàíè÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ η : K0◦ → K(D4, 1) íàýëåìåíòàðíûé ñòðàò òèïà Ia, Ib, Id ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãîîòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî K(Ia, 1), K(Ib, 1), K(Id, 1) ñ îòîáðàæåíèåì
ia : K(Ia, 1) → K(D4, 1), ib : K(Ib, 1) → K(D4, 1) id : K(Id, 1) → K(D4, 1)ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñòðàòîâ ïåðâûõ äâóõ òèïîâ ðåäóêöèÿ ñòðóêòóðíîãîîòîáðàæåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) íåîäíîçíà÷íà, íî îïðåäåëåíàëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåìó ãîìîìîð�èçìóâíåøíåãî ñîïðÿæåíèÿ â ïîäãðóïïàõ Ia, Ib.Êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K0◦(1, . . . , r0) äâóëèñò-íî íàêðûâàåò ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K̂0,◦(1, . . . , r0). Ïðèýòîì ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K̂0,◦(1, . . . , r0) äåëÿòñÿ íà òè-ïû Ea, Eb, Ec â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì Ia, Ib, Id íàêðûâàþùåé êîìïîíåí-òû. Ýòà êëàññè�èêàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåäóêöèè ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæå-íèÿ â ïðîñòðàíñòâî K(E, 1) ê îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ea, 1),
K(Eb, 1), K(Ed, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ áîëüøåé63



ãëóáèíû ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íû.Êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ïðîñòðàíñòâ
K1,◦, K̂1,◦Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ K1(1, . . . , r1), ëåæàùåé íà ìàêñèìàëüíîì ýëå-ìåíòàðíîì ñòðàòå ðàññìîòðèì íàáîðû ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x̌1,i è x̌2,i,
1 ≤ i ≤ r1. Ïðè êàæäîì i âîçìîæíû âîñåìü ñëó÷àåâ, â çàâèñèìîñòè îòòîãî, êàêîé èç ýëåìåíòîâ vi = (x̌2,i)

−1x̌1,i ñòðóêòóðíîé ãðóïïû Qa ïåðå-âîäèò ïðè óìíîæåíèè ñïðàâà ñ�åðè÷åñêóþ êîîðäèíàòó x̌1,i â êîîðäèíàó
x̌2,i. Ñîïîñòàâèì óïîðÿäî÷åííîé ïàðå êîîðäèíàò x̌1,i, x̌2,i âû÷åò vi ñî çíà-÷åíèåì +1, −1, +i, −i, +j, −j, +k, −k ñîîòâåòñòâåííî.Ïðè èçìåíåíèè íàáîðà êîîðäèíàò òî÷êè x1 (ñîîòâåòñòâåííî x2) íàïðåîáðàçîâàíèå òðàíñëÿöèè (ïðàâîå óìíîæåíèå) íà ýëåìåíò t èç ãðóï-ïû Qa íàáîð âû÷åòîâ ïðè íîâîì âûáîðå ïðîîáðàçà x̄2 íà ñ�åðè÷åñêîìíàêðûòèè ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîíà÷àëüíîãî íàáîðà âû÷åòîâ óìíîæåíè-åì ñïðàâà íà t (ñîîòâåòñòâåííî óìíîæåíèåì ñëåâà íà t−1). Ïðè ïåðå-íóìåðàöèè òî÷åê íàáîð âû÷åòîâ èçìåíèòñÿ íà îáðàòíûé (ò.å. âû÷åò vièçìåíèòñÿ íà v−1

i ). Íàáîð âû÷åòîâ íå èçìåíèòñÿ ïðè èçìåíåíèè òî÷-êè x ïðè ïðåîáðàçîâàíèè òðàíñëÿöèè â íàêðûâàþùåì ïðè íàêðûòèè
K̂1(1, . . . , r1) → K1(1, . . . , r1). Ïîýòîìó äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ïðî-ñòðàíñòâà K̂◦,1 ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ.Ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K(0)

1 (1, . . . , r1) â ñîîòâåòñòâèè ñïîñòðîåííûì âûøå íàáîðîì âû÷åòîâ äåëÿòñÿ íà 3 òèïà: Qa,Eb, Ia. Åñ-ëè ñðåäè âû÷åòîâ íàáîðà âñòðå÷àþòñÿ ëèøü âû÷åòû {+j,−j,+k,−k} èçêëàññà ñìåæíîñòè Qa\Ia (ñîîòâåòñòâåííî {+i,−i,+1,−1}) èç ïîäãðóïïû
Ia), ïðè÷åì òîëüêî âû÷åòû +j −j, ëèáî òîëüêî âû÷åòû +k −k, (ñîîòâåò-ñòâåííî òîëüêî âû÷åòû +1, −1, ëèáî òîëüêî âû÷åòû +i, −i) áóäåì ãîâî-ðèòü î ñòðàòå òèïà Qa (ñîîòâåòâòâåííî Hb). Â äðóãîì ñëó÷àå, íàïðèìåð,åñëè ñðåäè âû÷åòîâ âñòðå÷àþòñÿ êàê âû÷åòû èç ïîäãðóïïû Ia, òàê è èçêëàññà ñìåæíîñòè Qa \ Ia, áóäåì ãîâîðèòü î êîìïîíåíòå òèïà Ia.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæå-íèÿ ζ : K1 → K(H, 1) íà ýëåìåíòàðíûé ñòðàò òèïà Qa, (Eb) ïðåä-ñòàâëåíî êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî K(Qa, 1)(K(Eb, 1)) ñ îòîáðàæåíèåì âêëþ÷åíèÿ ia : K(Qa, 1) → K(H, 1) (ib :
K(Eb, 1) → K(H, 1)). Äëÿ ñòðàòîâ ýòèõ äâóõ ïîäòèïîâ ðåäóêöèÿ ñòðóê-òóðíîãî îòîáðàæåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) íåîäíîçíà÷íà, íî ëèøüñ òî÷íîñòüþ äî îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî âíåøíåìó ñîïðÿæåíèþâ ïîäãðóïïàõ Qa (Eb) íåêîòîðûì ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì èç êëàññàñìåæíîñòè H \ Qa (H \ Eb). Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ òèïà Ia îãðàíè÷åíèåîòîáðàæåíèå ζ : K1,◦ → K(H, 1) ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé íåêîòî-64



ðîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî K(Ia, 1) ñ îòîáðàæåíèåì âêëþ÷åíèÿ
iIa

: K(Ia, 1)→ K(H, 1).Êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K1◦(1, . . . , r) äâóëèñòíîíàêðûâàåò ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K̂1◦(1, . . . , r). Ïðè ýòîì ýëå-ìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K̂1◦(1, . . . , r) äåëÿòñÿ íà òèïû Ga, Gb,
Gd â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè êîìïîíåíòû (ÿâíîå îïèñàíèåýòèõ ñòðóêòóðíûõ ãðóïï íå ïîòðåáóåòñÿ). �àññìàòðèâàåìàÿ êëàññè�èêà-öèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåäóêöèè ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî
K(G, 1) ê îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ga, 1), K(Gb, 1), K(Gd, 1)ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ áîëüøåé ãëóáèíû âñå ïîñòðî-åíèÿ àíàëîãè÷íû.Ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíûõ îòîáðàæåíèé η : K0◦ → K(D4, 1), η̂ :
K̂0◦ → K(E, 1) ïðè ïîìîùè êîîðäèíàòÏóñòü x = [(x1, x2)] � îòìå÷åííàÿ òî÷êà íà K0,◦, ëåæàùàÿ íà ìàêñèìàëü-íîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. �àññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü λ : S1 → K0,íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â ýòîé îòìå÷åííîé òî÷êå, ïåðåñåêà-þùèé îñîáûå ñòðàòû ãëóáèíû 1 â îáùåì ïîëîæåíèè ïî êîíå÷íîìó ìíî-æåñòâó òî÷åê. Ïóñòü (x̌1, x̌2)� âûáîð ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x.Îïðåäåëèì äðóãóþ ïàðó (x̌′1, x̌

′
2) ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x, êî-òîðàÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòååñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1, x̌2) âäîëü ïóòè λ.Â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ ïóòè λ ñåìåéñòâî ïàð ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîââ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ÷òî îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåò ïðîîáðàçû â êîíå÷íîé òî÷êå ïóòè ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì.Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïóòè ñî ñòðàòîì ãëóáèíû 1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà ñ�å-ðè÷åñêèõ êîîðäèíàò 
 íîìåðîì l ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ. Ïîñêîëüêó âñåîñòàëüíûå êîîðäèíàòû îñòàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, èõ ïðîäîëæåíèå âäîëüïóòè â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Íî äëÿ çà-äàííîé òî÷êè x íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû 0 ïðîñòðàíñòâà K0 âû-áîð õîòÿáû îäíîé ïàðû ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ íåêîòîðîì íîìåðîìîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âûáîð ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñî âñåìè îñòàëü-íûìè íîìåðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæåíèå ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòâäîëü ïóòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ïóòè.Ïðåîáðàçîâàíèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x̌1, x̌2) â óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó

(x̌′1, x̌
′
2) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå D4. Ýòîò ýëåìåíò íå çàâèñèò îòâûáîðà ïóòè l â êëàññå ýêâèâàëåíòíûõ ïóòåé, îïðåäåëåííûõ îòíîøåíèåìãîìîòîïíîñòè â ãðóïïå π1(K0◦, x). Òåì ñàìûì, îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì

π1(K0◦, x)→ D4, ïðè÷åì èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå
η : K0◦ → K(D4, 1) (74)65



ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå áûëî îïðåäåëåíî ðà-íåå. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
η̂ : K0◦ → K(E, 1) (75)îïðåäåëåíî àíàëîãè÷íîé êîíñòðóêöèåé. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îãðà-íè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η (η̂) íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè îä-íîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà K0◦(1, . . . , r) (K̂0◦(1, . . . , r)) ãîìîòîïíî îòîáðà-æåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâà K(Ia, 1), K(Ib, 1), K(Id, 1) (K(Ea, 1), K(Eb, 1),

K(Ed, 1)), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òèïó è ïîäòèïó ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà.�àññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K0(k1, . . . , ks) ⊂ K
(r0−s)
0◦ (ñîîòâåò-ñòâåííî K̂0(k1, . . . , ks) ⊂ K̂

(r0−s)
0◦ ) ãëóáèíû r0 − s. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

π : K0(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1) (76)(ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
π̂ : K̂0(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1)) (77)� êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå, îòâå÷àþùåå çà ïåðåñòàíîâêó òî÷åêïàðû ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó ïóòè íà ýòîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. Îòîá-ðàæåíèå π (ñîîòâåòñòâåííî π̂) ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé

K0(k1, . . . , ks)
η
−→ K(D4, 1)

p
−→ K(Z/2, 1),(ñîîòâåòñòâåííî ñ êîìïîçèöèåé

K̂0(k1, . . . , ks)
η̂
−→ K(E, 1)

p̂
−→ K(Z/2, 1), )ãäå K(D4, 1)

p
−→ K(Z/2, 1) (ñîîòâåòñòâåííî K(E, 1)

p̂
−→ K(Z/2, 1)) �îòîáðàæåíèå êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå èíäóöèðîâàíîýïèìîð�èçìîì D4 → Z/2 ñ ÿäðîì Ic ⊂ D4 (
îîòâåòñòâåííî ýïèìîð�èç-ìîì E→ Z/2 ñ ÿäðîì Ec ⊂ E).Ëåììà 32. Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (76) ( ñîîòâåòñòâåííî (77)) íàêàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãîìîòîïíî êîìïîçèöèè

π1 : K0(k1, . . . , ks)→ S1 ⊂ K(Z/2, 1), (78)
( ñîîòâåòñòâåííî êîìïîçèöèè

π̂1 : K̂0(k1, . . . , ks)→ S1 ⊂ K(Z/2, 1), ) (79)ãäå S1 ⊂ K(Z/2, 1)� âëîæåíèå 1-ìåðíîãî îñòîâà êëàññè�èöèðóþùåãîïðîñòðàíñòâà, π1 ( 
îîòâåòñòâåííî π̂1 )�íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå.66



Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 32Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå η îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàòíà ñòðàòàõ òèïîâ Ia, Ib, Id. Îòîáðàæåíèå (76) îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâà-íèåì âûáðàííîé (ïðîèçâîëüíîé) ïàðû êîîðäèíàò ñ âû÷åòàìè i, −i äëÿñòðàòà Ia è ñ âû÷åòàìè +1, −1 äëÿ ñòðàòà Ib. Äëÿ ñòðàòà òèïà Id îòîá-ðàæåíèå (76) íóëåâîå. Ïðåîáðàçîâàíèå âûáðàííîé êîîðäèíàòû íà ñòðàòåäàííîãî òèïà îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì âèäà (78), ÷òî äîêàçûâàåò òðå-áóåìîå â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ (76). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ (79) äîêàçàòåëüñòâîàíàëîãè÷íî. Ëåììà 32 äîêàçàíà.Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ëåììà î 3-òî÷å÷íîì êîí�èãóðàöèîííîìïðîñòðàíñòâå, àññîöèèðîâàííîì ñ íàêðûòèåì p : U(k1, . . . , ks) →
J0(k1, . . . , ks) íàä ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ïîëèýäðà J0. Ñ�îðìóëèðóåìòðåáóåìûå îïðåäåëåíèÿ (ñì. íèæå Ëåììà 33).Äëÿ íàêðûòèÿ p : U(k1, . . . , ks) → J0(k1, . . . , ks), 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤
r0, r0,min ≤ s íàä ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ïðîñòðàíñòâà J0îïðåäåëèì êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî K̄30(k1, . . . , ks) ïî �îðìóëå:

K̄30(k1, . . . , ks) =

{(x, y, z) ∈ U3(k1, . . . ks) : p(x) = p(y) = p(z), x 6= y, y 6= z, z 6= x}. (80)Íà ïðîñòðàíñòâå U3(k1, . . . ks) äåéñòâóåò ãðóïïà Σ3:
σ : Σ3 × U

3(k1, . . . , ks)→ U3(k1, . . . , ks). (81)Îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ (81) íà ïîäïðîñòðàíñòâî (80) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûìäåéñòâèåì, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
σK30 : Σ3 × K̄30(k1, . . . , ks)→ K̄30(k1, . . . , ks). (82)Îïðåäåëåíî �àêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (82), êîòîðîå ìû îáîçíà-÷èì ÷åðåç K30(k1, . . . , ks).Íà ïðîñòðàíñòâå K̄30(k1, . . . , ks) îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ,èíäóöèðîâàííàÿ èíâîëþöèåé â íàêðûâàþùåì íàêðûòèÿ U(k1, . . . , ks)→

Û(k1, . . . , ks), îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç ∼.Îïðåäåëåíî ñâîáîäíîå äåéñòâèå íà �àêòîðïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåò-ñòâóþùèõ èíâîëþöèé
σ̂K30 : Σ3 × K̄30(k1, . . . , ks)/ ∼→ K̄30(k1, . . . , ks)/ ∼ . (83)67



Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî K̂30(k1, . . . ks), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áàçîé 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ K30(k1, . . . , ks) → K̂30(k1, . . . ks), îïðåäåëåííîå êàê�àêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (83).Îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:
K30(k1, . . . , ks)

σ0−→ K(Σ3, 1)
↓ ‖

K̂30(k1, . . . , ks)
σ̂0−→ K(Σ3, 1),

(84)â êîòîðîé ÷åðåç σ0 (ñîîòâåòñòâåííî σ̂0) îáîçíà÷åíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèåîòîáðàæåíèÿ íàêðûòèé (82) (ñîîòâåòñòâåííî (83)).Ëåììà 33. Îòîáðàæåíèÿ σ0, σ̂0 â äèàãðàììå (84) òðèâèàëüíû.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 33Ïîñêîëüêó ãðóïïà íàêðûòèÿ U(k1, . . . , ks) → J0(k1, . . . , ks) íå ñîäåðæèòýëåìåíòîâ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, òî ãðóïïà íàêðûòèÿ (82) ìîæåò ñîäåð-æàòü ëèøü íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû ïîðÿäêà ñòåïåíåé 2. Ïóñòü l : S1 →
K̄30(k1, . . . , ks)� çàìêíóòûé ïóòü, âäîëü êîòîðîãî òî÷êà ñ êîîðäèíàòà-ìè (x̌, y̌, ž) ∈ K̄30(k1, . . . , ks) ïðåîáðàçóåòñÿ â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè
(x̌1, y̌1, ž

′) ∈ K̄30(k1, . . . , ks) â òîì æå ñëîå íàêðûòèÿ (82). Òîãäà ïî óñëî-âèþ êîîðäèíàòû ž è ž′ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåìíà îáðàçóþùóþ èç Id. Íî òîãäà è ïàðû êîîðäèíàò (x̌, x̌1), (y̌, y̌1) òàêæåñâÿçàíû òàêèì æå ïðåîáðàçîâàíèåì, ïîñêîëüêó ïðè ïåðåíîñå âäîëü ïóòèêàæäàÿ èç òðåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò òî÷åê ñëîÿ íàêðûòèÿ (82)ìåíÿåòñÿ îäèíàêîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, òðè ïàðû òî÷åê ñ ñîîòâåòñòâóþùè-ìè êîîðäèíàòàìè ñîâïàäàþò. Äîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå σ0 òðèâèàëüíî.Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îòîáðàæåíèÿ σ̂0 àíàëîãè÷íî. Ëåììà 33 äîêàçàíà.Ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíûõ îòîáðàæåíèé ζ : K1◦ → K(H, 1), η̂ :
K̂1◦ → K(G, 1) ïðè ïîìîùè êîîðäèíàòÏóñòü x = [(x1, x2)] � îòìå÷åííàÿ òî÷êà íà K1◦, ëåæàùàÿ íà ìàêñèìàëü-íîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. �àññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü λ : S1 → K1◦,íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â ýòîé îòìå÷åííîé òî÷êå, ïåðåñåêà-þùèé îñîáûå ñòðàòû ãëóáèíû 1 â îáùåì ïîëîæåíèè ïî êîíå÷íîìó ìíî-æåñòâó òî÷åê. Ïóñòü (x̌1, x̌2)� âûáîð ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x.Îïðåäåëèì äðóãóþ ïàðó (x̌′1, x̌

′
2) ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x, êî-òîðàÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòååñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1, x̌2) âäîëü ïóòè λ.68



Â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ ïóòè λ ñåìåéñòâî ïàð ñ�åðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîââ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ÷òî îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåò ïðîîáðàçû â êîíå÷íîé òî÷êå ïóòè ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíè-ÿì. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïóòè ñî ñòðàòîì ãëóáèíû 1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ. Ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûåêîîðäèíàòû îñòàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, èõ ïðîäîëæåíèå âäîëü ïóòè â êðèòè-÷åñêèé ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Íî äëÿ çàäàííîé òî÷êè
x íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû 0 ïðîñòðàíñòâà K1◦ âûáîð õîòÿáûîäíîé ïàðû ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ íåêîòîðîì íîìåðîì îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåò âûáîð ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñî âñåìè îñòàëüíûìè íîìå-ðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæåíèå ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò âäîëü ïóòèîäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ïóòè.Ïðåîáðàçîâàíèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x̌1, x̌2) â óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó
(x̌′1, x̌

′
2) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå H. Ýòîò ýëåìåíò íå çàâèñèò îò âû-áîðà ïóòè λ â ãðóïïå π1(K1◦, x). Òåì ñàìûì, îïðåäåëåí ãîìîìîð�èçì

π1(K1◦, x)→ H. Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå
ζ : K1◦ → K(H, 1) (85)ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
ζ̂ : K1◦ → K(G, 1) (86)îïðåäåëåíî àíàëîãè÷íîé êîíñòðóêöèåé. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îãðàíè-÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζ (ñîîòâåòñòâåííî ζ̂) íà îäèí ýëåìåí-òàðíûé ñòðàò K1(1, . . . , r) (ñîîòâåòñòâåííî K̂1(1, . . . , r)) ãîìîòîïíî îòîá-ðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâà K(Qa, 1), K(Eb, 1), K(Ia, 1) (â êëàññè�è-öèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèÿìãðóïï Qa, Eb, Ia).�àññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K1(k1, . . . , ks) (ñîîòâåòñòâåííî

K̂1(k1, . . . , ks)) ãëóáèíû r1 − s ïðîñòðàíñòâà K1◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂1◦).Îáîçíà÷èì ÷åðåç
π : K1(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1) (87)(ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
π̂ : K̂1(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1)) (88)� êëàññè�èöèðóþùåå îòîáðàæåíèå, îòâå÷àþùåå çà ïåðåñòàíîâêó òî÷åêïàðû ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó ïóòè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. Îòîáðà-æåíèå π (ñîîòâåòñòâåííî π̂) ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé

K1(k1, . . . , ks)
ζ
−→ K(H, 1)

p
−→ K(Z/2, 1),69



(ñîîòâåòñòâåííî ñ̂
K1(k1, . . . , ks)

ζ̂
−→ K(G, 1)

p̂
−→ K(Z/2, 1),ãäå K(H, 1)

p
−→ K(Z/2, 1) (ñîîòâåòñòâåííî K(G, 1)

p̂
−→ K(Z/2, 1)) �îòîáðàæåíèå êëàññè�èöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå èíäóöèðîâàíîýïèìîð�èçìîì H → Z/2 ñ ÿäðîì Hc ⊂ H (
îîòâåòñòâåííî ýïèìîð�èç-ìîì G→ Z/2 ñ ÿäðîì Gc ⊂ G).Ëåììà 34. Îòîáðàæåíèå (87) ( ñîîòâåòñòâåííî (88) ) ãîìîòîïíî êîì-ïîçèöèè

π1 : K1(k1, . . . , ks)→ RP2 ⊂ K(Z/2, 1), (89)
( ñîîòâåòñòâåííî

π̂1 : K̂1(k1, . . . , ks)→ RP2 ⊂ K(Z/2, 1), ) (90)ãäå RP2 ⊂ K(Z/2, 1)� âëîæåíèå 2-ìåðíîãî îñòîâà êëàññè�èöèðóþùåãîïðîñòðàíñòâà, π1 ( 
îîòâåòñòâåííî π̂1 )�íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 34Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàòíà ñòðàòàõ òèïîâ Qa, Hb, Ia. Îòîáðàæåíèå (76) îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçî-âàíèåì âûáðàííîé (ïðîèçâîëüíîé) ïàðû êîîðäèíàò ñ âû÷åòàìè i, −i äëÿñòðàòà Qa è ñ âû÷åòàìè +1, −1 äëÿ ñòðàòà Hb. Äëÿ ñòðàòà òèïà Ia îòîá-ðàæåíèå (87) íóëåâîå. Ïðåîáðàçîâàíèå âûáðàííîé êîîðäèíàòû íà ñòðàòåäàííîãî òèïà îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì âèäà (89), ïîñêîëüêó êàê îòîá-ðàæåíèå S3/Qa → K(Z/2, 1), ñîîòâåòñòâóþùåå ýïèìîð�èçìó Qa → Z/2ñ ÿäðîì Ia ⊂ Qa, òàê è îòîáðàæåíèå S3/i→ K(Z/2, 1), ñîîòâåòñòâóþùååýïèìîð�èçìó Ia → Z/2 ñ ÿäðîì Id ⊂ Ia, ãîìîòîïíû îòîáðàæåíèÿì â2-ìåðíûé îñòîâ êëàññè�èöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî äîêàçûâàåò òðå-áóåìîå â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ (87). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ 90 äîêàçàòåëüñòâîàíàëîãè÷íî. Ëåììà 34 äîêàçàíà.Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ Ëåììå 33. Ñ�îðìóëèðó-åì òðåáóåìûå îïðåäåëåíèÿ.Äëÿ íàêðûòèÿ p : U(k1, . . . , ks) → J1(k1, . . . , ks), 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤
r1, r1,min ≤ s íàä ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì îïðåäåëèì êîí-�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî K̄31(k1, . . . , ks) ïî �îðìóëå:

K̄31(k1, . . . , ks) =70



{(x, y, z) ∈ U3(k1, . . . ks) : p(x) = p(y) = p(z), x 6= y, y 6= z, z 6= x}. (91)Íà ïðîñòðàíñòâå U3(k1, . . . ks) äåéñòâóåò ãðóïïà Σ3, ïåðåñòàâëÿÿ êîîðäè-íàòû:
σ : Σ3 × U

3(k1, . . . , ks)→ U3(k1, . . . , ks). (92)Îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ (92) íà ïîäïðîñòðàíñòâî (91) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûìäåéñòâèåì, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
σK31 : Σ3 × K̄31(k1, . . . , ks)→ K̄31(k1, . . . , ks). (93)Îïðåäåëåíî �àêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (93), êîòîðîå ìû îáîçíà-÷èì ÷åðåç K31(k1, . . . , ks).Íà ïðîñòðàíñòâå K̄31(k1, . . . , ks) îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ,èíäóöèðîâàííàÿ èíâîëþöèåé â íàêðûâàþùåì íàêðûòèÿ U(k1, . . . , ks)→

Û(k1, . . . , ks), îáîçíà÷àåìàÿ íèæå ñíîâà ÷åðåç ∼. Îïðåäåëåíî ñâîáîäíîåäåéñòâèå íà �àêòîðïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâîëþöèé
σ̂K31 : Σ3 × K̄31(k1, . . . , ks)/ ∼→ K̄31(k1, . . . , ks)/ ∼ . (94)Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî K̂31(k1, . . . ks), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áàçîé 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ K31(k1, . . . , ks) → K̂31(k1, . . . ks), îïðåäåëåííîå êàê�àêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (94).Îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

K31(k1, . . . , ks)
σ1−→ K(Σ3, 1)

↓ ‖

K̂31(k1, . . . , ks)
σ̂1−→ K(Σ3, 1),

(95)â êîòîðîé ÷åðåç σ1 (ñîîòâåòñòâåííî σ̂1) îáîçíà÷åíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèåîòîáðàæåíèÿ íàêðûòèé (93) (ñîîòâåòñòâåííî (94)).Ëåììà 35. Îòîáðàæåíèÿ σ1, σ̂1 â äèàãðàììå (95) òðèâèàëüíû.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 35Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 33.
71



Ïîäïðîñòðàíñòâà K30◦ ⊂ K30, K̂30◦ ⊂ K̂30Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K30 ïî �îðìóëå
[(x, y, z)], (x, y, z) ∈ (RPn−k)3|pJ0(x) = pJ0(y) = pJ0(z) ∈ J

(0)
0 \ J

(rmin)
0 ,(ãäå [ ] îçíà÷àåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òðîåê ïðè èçìåíåíèè ïîðÿä-êà òî÷åê) ïðè÷åì åñëè x = y = z, òî pJ0(x) íå ïðèíàäëåæèò ñòðàòóïðîñòðàíñòâà J0 ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Îïðåäåëèì ïîäïðñòðàíñòâî

K30◦ ⊂ K30 êàê ïðîñòðîàíñòâî, ïîëó÷åííîå èç K30 â ðåçóëüòàòå óäà-ëåíèÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê òî÷åê, ïîïàâøèõ íà äâîéíóþ èëè òðîé-íóþ äèàãîíàëü, ò.å. òðîåê [(x, y, z)], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî õîòÿáû îäíîèç ðàâåíñòâ x = y, y = z, z = x. Ïîäïðîñòðàíñòâî K30◦ ⊂ K30 ÿâ-ëÿåòñÿ äâóëèñòíî íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîäïðîñòðàíñòâîì
K̂30◦ ⊂ K30. Îïðåäåëåíèÿ ýòèõ íàêðûòèé ñòàíäàðòíî è îïóñêàåòñÿ.Ïðîñòðàíñòâà K30◦, K̂30◦ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-äðóãîìó ïðè ïîìî-ùè ñêëååê ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ðàçëè÷íîé ãëóáèíû s, 0 ≤ s ≤ imax,0.Ïðîñòðàíñòâî K30◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂30◦) ñêëåèâàåòñÿ èç ýëåìåíòàð-íûõ ñòðàòîâ K31(k1, . . . , ks) (ñîîòâåòñòâåííî K̂31(k1, . . . , ks)) ãëóáèíû i,
0 ≤ i ≤ rmax,0. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû, ñîñòîÿùèåèç íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê.Ïîäïðîñòðàíñòâà K31◦ ⊂ K31, K̂31◦ ⊂ K̂31Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ K31◦, K̂31◦ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþïðîñòðàíñòâ K30◦, K̂30◦.Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ RK0◦, RK̂0◦, RK0, RK̂0 äëÿ ðàçðåøåíèÿîñîáåííîñòåé è ïîñòðîåíèå 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé p3◦ : RK0◦ →
K30◦, p̂3◦ : RK̂0◦ → K̂30◦; p3 : RK0 → K30, p̂3 : RK̂0 → K̂30.�àññìîòðèì ïîäïîëèýäðK(s)

0◦ ⊂ K0, îïðåäåëåííûé â ðåçóëüòàòå îáúåäèíå-íèÿ âñåõ îñîáûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû s, 0 ≤ s ≤ rmin,0, íå ëåæàùèõ öåëèêîìíà äèàãîíàëè èëè àíòèäèàãîíàëè.�àññìîòðèì äèàãðàììó (45) îòîáðàæåíèé êëàññè�èöèðóþùèõ ïðî-ñòðàíñòâ. Ýòà äèàãðàììà èíäóöèðóåò ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèà-ãðàììó:
RK

(s)
0◦ −→ RK̂

(s)
0◦

↓ p3
(s)
◦ ↓ p̂3

(s)
◦

K3
(s)
0◦ −→ K̂3

(s)
0◦ .

(96)72



Ïðîñòðàíñòâî RK(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî RK̂(s)

0◦ ) â ýòîé äèàãðàììå îïðå-äåëèì êàê ïðîñòðàíñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð
{[x, y], [y, z], [z, x]}, x, y, z ∈ p−1(J

(s)
0 ) ⊂ RPn−k, x 6= y, y 6= z, z 6= x,

p(x) = p(y) = p(z) (ñîîòâåòñòâåííî êàê �àêòîðïðîñòðàíñòâî óêàçàí-íûõ òðîåê ïðè óìíîæåíèè íà i). Ïðîñòðàíñòâî RK
(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî

RK̂
(s)
0◦ ) ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì 3-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ p3(s)

◦(ñîîòâåòñòâåííî p̂3(s)
◦ ) íàä ïðîñòðàíñòâîì K3

(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂3

(s)
◦ ).Íàêðûòèå p3(s)

◦ (ñîîòâåòñòâåííî p̂3(s)
◦ ) íàä êàæäûì ýëåìåíòàðíûì ñòðà-òîì K30(k1, . . . ks) (ñîîòâåòñòâåííî K30(k1, . . . ks)) îïðåäåëåíî ïî �îðìó-ëå {[x, y], [y, z], [z, x]} → [x, y, z]. Ïðîñòðàíñòâà RK(s)

0◦ RK̂
(s)
0◦ âêëþ÷åíû âêîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé (íàêðûòèé):

RK
(s)
0◦ −→ RK̂

(s)
0◦

↓ π3
(s)
◦ ↓ π̂3

(s)
◦

K
(s)
0◦ −→ K̂

(s)
0◦ .

(97)
Â ýòîé äèàãðàììå îòîáðàæåíèå (íàêðûòèå) π3

(s)
◦ (ñîîòâåòñòâåí-íî π̂3

(s)
◦ ) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãè÷åñêèì íàêðûòèåì, ïåðåâîäÿùèì ïåðâóþíåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê [x, y], x, y ∈ p−1(J

(s)
0 ) ⊂ RPn−k, p(x) = p(y)â òó æå ñàìóþ íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê (ñîîòâåòñòâåííî â êëàññ ýê-âèâàëåíòíîñòè òîé æå ïàðû ïðè äåéñòâèè i), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿêàê òî÷êà íà K(s)

0◦ (ñîîòâåòñòâåííî íà K̂(s)
◦ ).Ëåììà 36. Êîìïîçèöèÿ η(s) ◦ π3

(s)
◦ : RK

(s)
0◦ −→ K

(s)
0◦ −→ K(D4, 1), ãäå

η(s)�îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η ( ñì. (74) ) íà ñîîòâåò-ñòâóþùèé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû s, ãîìîòîïíà îòîáðàæåíèþ
iId,D4 ◦ ηRK

(s)
0◦

: RK
(s)
0◦ −→ K(Id, 1) −→ K(D4, 1).Êîìïîçèöèÿ η̂(s) ◦ π3

(s)
◦ : RK̂

(s)
0◦ −→ K̂

(s)
0◦ −→ K(E, 1), ãäå η̂(s)�îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η̂ ( ñì. (75) ) íà ñîîòâåò-ñòâóþùèé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû s, ãîìîòîïíà îòîáðàæåíèþ

iIa,E ◦ ηRK̂
(s)
0◦

: RK̂
(s)
0◦ −→ K(Ia, 1) −→ K(E, 1).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 36Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η (ñîîòâåòñòâåííî η̂) íà ýëå-ìåíòàðíûé ñòðàò ãîìîòîïíî îäíîìó èç îòîáðàæåíèé â ïîäïðîñòðàíñòâà73



K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1), K(Ia, 1) ⊂ K(D4, 1), K(Id, 1) ⊂ K(D4, 1). Äîêàçà-òåëüñòâî âûòåêàåò èç Ëåììû 33, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå π3
(s)
◦ åñòåñòâåí-íî ïî îòíîøåíèþ ê êàíîíè÷åñêîìó íàêðûòèþ â îáðàçå è ïðîîáðàçå. Äî-êàçàòåëüñòâî äëÿ îòîáðàæåíèÿ η̂ àíàëîãè÷íî. Ëåììà 36 äîêàçàíà.Îïðåäåëèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

RK0◦ −→ RK̂0◦

↓ p3◦ ↓ p̂3◦

K30◦ −→ K̂30◦,

(98)è êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé:
RK0◦ −→ RK̂1

0◦

↓ π3◦ ↓ π̂3◦

K0◦ −→ K̂0◦.

(99)Äèàãðàììà (98) (ñîîòâåòñòâåííî (99)) îïðåäåëåíà àíàëîãè÷íûìè �îð-ìóëàìè êàê (96) (ñîîòâåòñòâåííî (97)), âìåñòî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà âáàçå íàêðûòèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî K30◦ → K̂30◦ (ñîîòâåò-ñòâåííî K0◦ → K̂0◦). Äèàãðàììà 99 òàêæå îïðåäåëåíà àíàëîãè÷íî. Äèà-ãðàììû (98), (99) ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-äðóãîìó êàê ðåçóëüòàò ñêëåéêèñåìåéñòâà äèàãðàìì (96), (97) íàä âñåìè ýëåìåíòàðíûìè ñòðàòàìè ãëó-áèíû s, 0 ≤ s ≤ imax,0.Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà RK0, RK̂0 è äèàãðàììó íàêðûòèé (âåðòè-êàëüíûå ñòðåëêè):
RK0 −→ RK̂0

↓ p31 ↓ p̂31

K30 −→ K̂30,

(100)
RK0 −→ RK̂0

↓ π3 ↓ π̂3

K0 −→ K̂0.

(101)74



Ïðîñòðàíñòâî RK0 (ñîîòâåòñòâåííî RK̂0) îïðåäåëèì êàê çàìûêàíèåïðîñòðàíñòâà RK0◦ (ñîîòâåòñòâåííî RK̂0◦) ò.å. êàê ðåçóëüòàò ïðèñîåäèíå-íèÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ñòðàòîâ ãëó-áèíû i, 1 ≤ i ≤ imax,0, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå. Ïðèñîåäèíåíèå äèàãîíàëü-íûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ñòðàòîâ ïðîèñõîäèò òàê, ÷òî êàæäûé ïðèñîåäè-íåííûé äèàãîíàëüíûé èëè àíòèäèàãîíàëüíûé ýëåìåíòàðíûé ãëóáèíû iñòðàò ëåæèò â ãðàíèöå ðîâíî îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ãëóáèíû i−1.Ñëîè íàä ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàðíûìè ñòðàòàìè K30 \ K30◦ (ñîîò-âåòñòâåííî K̂30 \ K̂30◦) äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå òèïû. Äëÿ ýëåìåíòàðíîãîñòðàòà ïåðâîãî òèïà ïðîñòðàíñòâàK30\K30◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂30\K̂30◦))ïðîîáðàç ïðè íàêðûòèè p3 (ñîîòâåòñòâåííî p̂3(s) ) ñîñòîèò èç äèçúþíêò-íîãî îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ãðàíèöûQdiag èëèQantidiag (ñîîò-âåòñòâåííî Q̂diag èëè Q̂antidiag) è ïàðû ñîâïàäàþùèõ ðåãóëÿðíûõ ýëåìåí-òàðíûõ ñòðàòîâ. Äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà âòîðîãî òèïà ïðîñòðàíñòâà
K30 \K30◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂30 \ K̂30◦), ïðîîáðàç ñîñòîèò èç òðåõ ýêçåì-ïëÿðîâ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ãðàíèöû Qdiag èëè Qantidiag (ñîîòâåòñòâåííî
Q̂diag èëè Q̂antidiag).Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ RK1◦, RK̂1◦, RK1, RK̂1 äëÿ ðàçðåøåíèÿîñîáåííîñòåé è ïîñòðîåíèå 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé p3◦ : RK1◦ →
K31◦, p̂3◦ : RK̂1◦ → K̂31◦; p3 : RK1 → K31, p̂3 : RK̂1 → K̂31.Ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì. Ñ�îðìóëèðóåì ëåììó, àíàëîãè÷-íóþ ëåììå 36.Ëåììà 37. Êîìïîçèöèÿ ζ (s) ◦ π3

(s)
◦ : RK

(s)
1◦ −→ K

(s)
1◦ −→ K(H, 1) ãîìî-òîïíà îòîáðàæåíèþ iIa,H ◦ ζRK

(s)
1◦

: RK
(s)
1◦ −→ K(Ia, 1) −→ K(H, 1).Êîìïîçèöèÿ ζ̂ (s)◦π3

(s)
◦ : RK̂

(s)
1◦ −→ K̂

(s)
1◦ −→ K(G, 1) ãîìîòîïíà îòîá-ðàæåíèþ iIa,G ◦ ζRK̂

(s)
1◦

: RK̂
(s)
1◦ −→ K(Ia, 1) −→ K(G, 1).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 37Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 36 è âûòåêàåò èçËåììû 35.
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Ïðîñòðàíñòâà RK(s)
0 , RK̂(s)

0 ðàçðåøàþùèå îñîáåííîñòè âêëþ÷åíûâ äèàãðàãðàììó (57); ïðîñòðàíñòâà RK
(s)
1 , RK̂(s)

1 ðàçðåøàþùèåîñîáåííîñòè âêëþ÷åíû â äèàãðàììó (62)Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèé â äèàãðàììàõ ðàçðåøàþùèõ îñî-áåííîñòè.Îòîáðàæåíèÿ φ
(s)
0 , φ̂(s)

0 â äèàãðàììå (54)Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ(s)
0 êàê ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ. Ñòðóêòóð-íîå îòîáðàæåíèå η

RK
(s+1)
0◦

: RK
(s+1)
0◦ → K(Ic, 1) íà ïðîñòðàíñòâå-ïðîîáðàçåïî Ëåììå 36 ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Id, 1) ⊂

K(Ia, 1).Îòîáðàæåíèå φ
(s)
0◦ ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φ

(s)
0 : RK

(s)
0 →

K(Ia, 1). Äëÿ ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
(60), (61).Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ φ̂(s)

0 : RK̂
(s)
0 → K(Ia, 1) ñîâåðøåííî àíàëî-ãè÷íî.Îòîáðàæåíèÿ φ

(s)
1 , φ̂(s)

1 â äèàãðàììå (59)Ýòî ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó è îïóñêàåòñÿ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé φ0 φ̂0 â äèàãðàììå (57) íàì ïîòðåáó-þòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ.Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Xs
0◦, Xs

0, Y s
0◦, Y s

0 , Zs
0◦,

Zs
0Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ks

0◦ ∪K
s+1
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂s

0◦ ∪ K̂
s+1
0◦ ) ÷åðåç

Y s
0◦ (ñîîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Ŷ s

0◦). Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî RKs
0◦ ∪RK

s+1
0◦(ñîîòâåòñòâåííî RK̂s

0◦ ∪RK̂
s+1
0◦ ) ÷åðåç Xs

0◦ (ñîîîòâåòñòâåííî ÷åðåç X̂s
0◦).Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî RKs−1

0◦ ∪ RKs
0◦ ∪ RKs+1

0◦ (ñîîòâåòñòâåííî
R̂Ks−1

0◦ ∪ R̂K
s
0◦ ∪ R̂K

s+1
0◦ ) ÷åðåç Zs−1

0◦ (ñîîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Ẑs−1
0◦ ).Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ

jXs
0◦

: Xs
0◦ ⊂ Zs−1

0◦ , (102)
jX̂s

0◦
: X̂s

0◦ ⊂ Ẑs−1
0◦ , (103)76



jY s
0◦

: Y s
0◦ ⊂ Ks

0◦, (104)
jŶ s

0◦
: Ŷ s

0◦ ⊂ K̂s
0◦. (105)Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè

pXs
0◦

: Xs
0◦ → Y s

0◦, (106)
pX̂s

0◦
: X̂s

0◦ → Ŷ s
0◦. (107)Îïðåäåëåíû ïðîñòðàíñòâà Xs

0 , Y s
0 , Zs−1

0 â ðåçóëüòàòå ïîïîëíåíèÿ ïðî-ñòðàíñòâ Xs
0◦, Y s

0◦, Zs−1
0◦ , ò.å. äîáàâëåíèÿ äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëü-íûõ ñòðàòîâ. Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ iXs

0◦
: Xs

0◦ ⊂ Xs
0 ,

iY s
0◦

: Y s
0◦ ⊂ Y s

0 , iZs
0◦

: Zs
0◦ ⊂ Zs

0 , ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿäèàãðàììà, ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìèâëîæåíèÿìè:
Xs

0◦

iXs
0◦−→ Xs

0 (108)
↓ pXs

0◦
↓ pXs

0
(109)

Y s
0◦

iY s
0◦−→ Y s

0 . (110)(111)Îïðåäåëåíî ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ ηY s
0◦

: Y s
0◦ → K(D4, 1), ηŶ s

0◦
:

Ŷ s
0◦ → K(E, 1), êîòîðûå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îãðàíè÷åíèÿ ñòðóêòóð-íûõ îòîáðàæåíèé ηK0, ηK̂0

ïðè âêëþ÷åíèÿõ jY s
0◦
, jŶ s

0◦
.Îáîçíà÷èì êîìïîçèöèþ pXs

0◦
◦ ηY s

0◦
÷åðåç ηX̂s

0◦
: Xs

0◦ → K(D4, 1), êîì-ïîçèöèþ pX̂s
0◦
◦ ηŶ s

0◦
÷åðåç ηX̂s

0◦
: X̂s

0◦ → K(E, 1). Ýòè îòîáðàæåíèÿ òàêæåíàçîâåì ñòðóêòóðíûìè.Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî X̄s
0◦, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùèì íàä Xs

0◦, ñîîòâåòñòâóþùåå 2-ëèñòíîå íàêðûòèåèíäóöèðîâàííî èç íàêðûòèÿ K(Ib, 1) → K(D4, 1) îòîáðàæåíèåì ηXs
0◦
.Îáîçíà÷èì ýòî êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûòèå ÷åðåç pX̄s

0◦
: X̄s

0◦ → X̄s
0◦.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî X̃s

0◦ è 2-íàêðûòèå pX̃s
0◦

: X̃s
0◦ →

X̂s
0◦. 77



Ëåììà 38. Â ïðåäïîëîæåíèè s = −1 (mod 4) 
óùåñòâóåò îòîáðàæå-íèå φXs
0◦

: Xs
0◦ → K(Ia, 1) ( ñîîòâåòñòâåííî φX̂s

0◦
: X̂s

0◦ → K(Ia, 1) ),óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:� Îòîáðàæåíèå φXs
0◦

: Xs
0◦ → K(Ia, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðà-æåíèÿ φZs−1

0
: Zs−1

0 → K(Ia, 1) (îòîáðàæåíèå φẐs−1
0◦

: Ẑs−1
0◦ → K(Ia, 1)ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φẐs−1

0
: Ẑs−1

0 → K(Ia, 1)), ïðè÷åì äëÿïðîäîëæåííîãî îòîáðàæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
ηRQs

0
= φXs

0◦
|RQs

0
: RQs

0 → K(Ia, 1),

ηRQ̂s
0

= φX̂s
0◦
|RQ̂s

0
: RQ̂s

0 → K(Ia, 1).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû (38)Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ φXs
0◦
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xs

Ib◦
, (ñîîò-âåòñòâåííî Xs

Ia,◦) ïîäïîëèýäðû â Xs
0◦, êîòîðûå îïðåäåëèì êàê îáúåäèíå-íèå âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû s, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèåâû÷åòîâ ∏r0

i=1 v1,2;i âûäåëåííûõ êîîðäèíàò (x̌1, x̌2) èç òðîéêè êîîðäèíàò
(x̌1, x̌1, x̌3) ðàâíî ±1 (ñîîòâåòñòâåííî ±i) è âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâãëóáèíû s + 1, êîòîðûå ëåæàò íà ãðàíèöå óêàçàííûõ âûøå ýëåìåíòàð-íûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû s.Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèÿ φXs

Ib◦
: Xs

Ib◦
→ K(Ia, 1), φXs

Ia◦

: Xs
Ia◦ →

K(Ia, 1). Äàëåå ïðîâåðèì, ÷òî ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ ñêëåèâàþòñÿ âîäíî îòîáðàæåíèå φXs
0◦

: Xs
0◦ → K(Ia, 1).Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîð�èçìà φXs

Ib◦
,∗ : π1(X

s
Ib◦

) → Ia. Ïóñòü
l : S1 ⊂ Xs

Ib◦
� ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé ïóòü, òðàíñâåðñàëüíî ïå-ðåñåêàþùèé ïîäïðîñòðàíñòâî îñîáûõ ñòðàòîâ PK(s−1)

0,◦ ⊂ Xs
Ib◦

â êîíå÷íîì÷èñëå òî÷åê, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç {t1, . . . , tj}.Íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû s ïîëèýäðà X̄s
Ib◦
, ñîäåðæàùåì òî÷-êó pt = l(pt0), pt0 ∈ S1�îòìå÷åííàÿ òî÷êà, âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäè-íàò (x̌1(pt), x̌2(pt), x̌3(pt)) (çàìå÷ó, ÷òî ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëü-íîé òî÷êè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ïðîñòðàíñòâà RK(s)

0◦ íåóïîðÿäî÷åíû).Îáîçíà÷èì ∏r
i=1 v1,2;i = s(1, 2), ∏r

i=1 v3,1;i = s(1, 3)
∏r

i=1 v2,3;i = s(2, 3).Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó pt ∈ Xs
Ib◦
, ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò

(x̌1(pt), x̌2(pt), x̌3(pt)) òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âû÷åòîâ
s(1, 2) = −1. (112)Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî s(1, 2)s(2, 3)s(3, 1) = 1, òî

s(1, 3) = s(2, 3)−1. (113)78



(Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî s(1, 3) = 1, òî s(2, 3) = −1.)Óêàçàííîå ñîãëàøåíèå î ïðîèçâåäåíèè âû÷åòîâ îáëåã÷àåò ïðîâåðêó (ïîñðàâíåíèþ ñ óñëîâèåì s(1, 2) = 1) ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà äèàãîíàëüíîéêîìïîíåíòå.�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t ∈ {t1, . . . , tj}. Ïðîäîëæèì åñòå-ñòâåííûì ñïîñîáîì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x̌1(pt), x̌2(pt)) èç òî÷êè pt âäîëüïóòè, ò.å. ñîãëàñîâûâàÿ ðåãóëÿðíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè êàæäîé èçòî÷åê {t1, . . . , tj} (ïî ïîâîäó åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ ñèñòåìû êîîð-äèíàò ñì. êîîðäèíàòíîå ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η). Îáî-çíà÷èì ÷åðåç (x̌1(t−ε), x̌2(t−ε)), (x̌1(t+ ε), x̌2(t+ ε)) ñèñòåìû êîîðäèíàò,ïîëó÷åííûå ïðîäîëæåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êè t − ε,
t+ ε ñîîòâåòñòâåííî.Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî âûäåëåííîé òðå-òüåé êîîðäèíàòå âäîëü ïóòè l. Ïóñòü t ∈ {t1, . . . , tj}.Îáîçíà÷èì ÷åðåç α1(t), α2(t) � äâà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñòðà-òà, êîòîðûå ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïî ýëåìåíòàðíîìó ñòðàòó β(t) ãëó-áèíû s + 1, ñîäåðæàùåìó òî÷êó l(t). Íà ñòðàòå α1(t) âûáðàíà ñèñòåìàêîîðäèíàò (x̌1(t− ε), x̌2(t− ε), x̌3(t− ε)). Íà ñòðàòå α2(t) âûáðàíà ñèñòå-ìà êîîðäèíàò (x̌1(t + ε), x̌2(t + ε), x̌3(t − ε)). Â ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå lâûáåðåì ïóòü, ÷òî ïðè êàæäîì t ∈ {t1, . . . , tj} êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ êîîð-äèíàòà íàáîðà x̌i;j, i 6= i0 èëè j 6= j0, â îêðåñòíîñòè t ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å
x̌i;j(t− ε) = x̌i,j(t+ ε). Ïðè ýòîì êðèòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà (x̌i0;j0 ìåíÿåòñÿóìíîæåíèåì íà ýëåìåíò èç Ia. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëèáî îäíà èç êîîð-äèíàò x̌1;j0), x̌2;j0) ìåíÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà −1, ëèáî êîîðäèíàòà x̌2;j0)ìåíÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà îäèí èç ýëåìåíòîâ {−1,+i,−i} èç Ia. Òàêîéïóòü íàçîâåì ñòàíäàðòíûì.Ïîìèìî ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1(2π), x̌2(2π), x̌3(2π)), îïðåäåëåí-íîé â ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò
(x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) âäîëü l, îïðåäåëèì åùå îäíó ñèñòåìó êîîðäèíàò, êî-òîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç (y̌1(2π), y̌2(2π), y̌3(2π)). Ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàòáóäåò íàçûâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò âäîëü ñòàíäàð-òèçîâàííîãî l ïàðàëëåëüíî òðåòüåé êîîðäèíàòå.�àçîáúåì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïóòè l íà äâà ïîäìíîæåñòâà
{t1, . . . , tj} = U ∪ V . Îòíåñåì ê ïîäìíîæåñòâó U�êðèòè÷åñêèå òî÷êè, âêîòîðûõ ïåðâàÿ èëè âòîðàÿ êîîðäèíàòû ìåíÿþòñÿ íà ýëåìåíò ±1. Îòíå-ñåì ê ïîäìíîæåñòâó V �êðèòè÷åñêèå òî÷êè, â êîòîðûõ òðåòüÿ êîîðäèíàòàìåíÿåòñÿ íà ýëåìåíò èç Ia.Îáîçíà÷èì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîäìíîæåñòâà U ÷åðåç U =
{τ1, . . . , τk}. Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [τiτi+1] ïóòè l (âîçìîæíî, ÷òî íà÷àëü-íàÿ èëè êîíå÷íàÿ òî÷êà òàêîãî ïóòè ñîâïàäåò ñ îòìå÷åííîé) ïðîäîëæèìñèñòåìó êîîðäèíàò ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.79



Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà [τiτi+1] îïðåäåëèì y̌1(τi+1) = θ(1, 1)x̌1(τi+1),
y̌2(τi+1) = θ(2, 2)x̌2(τi+1), y̌3(τi+1) = x̌3(τi+1).Çíà÷åíèÿ θ(1, 1), θ(2, 2) ∈ Id âûáðàíû òàê, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

r0
∏

i=1

w1,2;i =

r0
∏

i=1

v1,2;i,

r0
∏

i=1

w2,3;i =

r0
∏

i=1

v2,3;i,

r0
∏

i=1

w3,1;i =

r0
∏

i=1

v3,1;i,ãäå v1,2;i, v2,3;i, v3,1;i� âû÷åòû ïàð ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò
(y̌1(τi), y̌2(τi), y̌2(τi + 0)), w1,2;i, w2,3;i, w3,1;i� âû÷åòû ïàð ñîîòâåòñòâó-þùèõ êîîðäèíàò (y̌1(τi+1), y̌2(τi+1)), (y̌3(τi+1 − 0), (y̌3(τi+1 − 0) ïîëó÷åíàåñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì (y̌3(τi + 0) âäîëü [τiτi+1] ⊂ l.Èíûìè ñëîâàìè, îïðåäåëèì ñèñòåìó êîîðäèíàò
(y̌1(τi+1), y̌2(τi+1), y̌3(τi+1 − 0)) òàê, ÷òî òðåòüÿ êîîðäèíàòà ýòîé íî-âîé ñèñòåìû îïðåäåëåíà åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì, à ïîïàðíûåïðîèçâåäåíèÿ âû÷åòîâ êîîðäèíàò â ïðàâîì êîíöå îòðåçêà òàêèå æå êàêè â ëåâîì.�åîìåòðè÷åñêè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò
(y̌1(τi+1), y̌2(τi+1), y̌3(τi+1 − 0)) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ñíà÷à-ëà ïåðåíîñèì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x̌1(τi), x̌2(τi), x̌3(τi +0)) âäîëü l, ïðè÷åìâ êàæäûé êðèòè÷åñêèé ìîìåíò âðåìåíè îäèí èç íàáîðîâ êðèòè÷åñêèõ êî-îðäèíàò ñ íîìåðîì 1 èëè 2 èçìåíÿåòñÿ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàáîðñ íîìåðîì 1. Ïîäïðàâèì âåñü íàáîð êîîðäèíàò 
 íîìåðîì 1 òàê, ÷òîáûâ êðèòè÷åñêèé ìîìåíò âðåìåíè ïîäíàáîð ðåãóëÿðíûõ êîîðäèíàò ñ íî-ìåðîì 1 èçìåíÿåòñÿ íà îáðàòíûé, à îñîáàÿ êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì 1 âêðèòè÷åñêîé òî÷êå íå èçìåíÿåòñÿ.Â òî÷êàõ U , ãäå ìåíÿåòñÿ îäíà êîîðäèíàòà èç íàáîðà òðåòüèõ êîîð-äèíàò íà ýëåìåíò x ∈ Ia, îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå íàáîðîâ ïåðâûõ èâòîðûõ êîîðäèíàò ïðè êîòîðîì êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ òðåòüÿ êîîðäèíàòàïðåîáðàçóåòñÿ íà ýëåìåíò x ∈ Ia. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèåòðåòüèõ êîîðäèíàò, ïðè êîòîðîì ïðîèçâåäåíèå âû÷åòîâ ïî âñåì êîîð-äèíàòàì â íà÷àëüíîé è ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû íå èçìåíÿåòñÿ (çäåñüèñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî s = −1 (mod 4)).Ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) â ñè-ñòåìó êîîðäèíàò (y̌1(2π), y̌2(2π), y̌3(2π)) îïðåäåëèì êàê ïîñëåäîâàòåëüíîåïðåîáðàçîâàíèå âäîëü ñèñòåìû îòðåçêîâ, îïðåäåëåííûõ ïî U . Ýòî ïðåîá-ðàçîâàíèå ïðåäñòàâëåíî ïðÿìîé ñóììîé äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé ℵ1,2 ∈ Ib,80



ℵ3 ∈ Id ïî ïåðâûì äâóì è òðåòüåé êîîðäèíàòå ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ïîñòðî-åíèþ ℵ3 ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì òðåòüåé êîîðäèíàòû.Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ãîìîìîð�èçìà φXs
Ib◦

íà ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññåïóòè [l] ïî �îðìóëå φXs
Ib◦

,∗([l]) = iId,Ia
◦p̄Ib,Id

(ℵ1,2), ãäå ℵ1,2 ∈ Ib, p̄Ib,Id
: Ib →

Id� ïðîåêöèÿ ñ ÿäðîì a2b ∈ Ib. (Åñëè âìåñòî óñëîâèÿ (112) èñïîëüçîâàòüóñëîâèå s(1, 2) = 1, òî ïðîåêöèþ p̄Ib,Id
ñëåäóåò çàìåíèòü íà ïðîåêöèþ

pIb,Id
ñ ÿäðîì b.)Äîêàæåì, ÷òî ãîìîìîð�èçì φXs

Ib◦
,∗ : π1(X

s
Ib◦

)→ Ia êîððåêòíî îïðåäå-ëåí.Ïóñòü ñèñòåìà êîîðäèíàò (x̌′1(0), x̌′2(0), x̌′3(0)) ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìûêîîðäèíàò (x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) ïðåîáðàçîâàíèåì íà x ∈ Ib. Òîãäà ñèñòåìàêîîðäèíàò (y̌′1(2π), y̌′2(2π), y̌′3(2π)), ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ
(x̌′1(0), x̌′2(0), x̌′3(0)) âäîëü l ïàðàëëåëüíî òðåòüåé êîîðäèíàòå òàêæå ïîëó-÷àåòñÿ èç ñèñòåìû êîîðäèíàò (y̌1(2π), y̌2(2π), y̌3(2π)) ïðåîáðàçîâàíèåì íà
x ∈ Ib.Ïóñòü ñòàíäàðòèçàöèÿ ïóòè l âûáðàíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïðè ýëåìåí-òàðíûõ ïåðåñòðîéêàõ îäíîé ñòàíäàðòèçàöèè â äðóãóþ çíà÷åíèå φXs

Ib◦
ñî-õðàíÿåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü ýëåìåíòàðíàÿ ïåðåñòðîéêà äâóõ ñòàíäàð-òèçàöèé ïóòè l ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ýëåìåíòàðíàÿ îñîáåííîñòü ìíî-æåñòâà U , â êîòîðîé i�àÿ êðèòè÷åñêàÿ òðåòüÿ êîîðäèíàòà ìåíÿåòñÿ íà

−1 ∈ Id, çàìåíÿåòñÿ íà äâå ýëåìåíòàðíûå îñîáåííîñòè ìíîæåñòâà V , âîäíîé èç êîòîðûõ i�àÿ ïåðâàÿ, à â äðóãîé i�àÿ âòîðàÿ êîîðäèíàòà ÿâ-ëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè è èçìåíÿþòñÿ íà ýëåìåíò −1 ∈ Id. Â ýòîì ñëó÷àåïðåîáðàçîâàíèå ℵ1,2 íå èçìåíÿåòñÿ. Êîððåêòíîñòü φXs
Ib◦

,∗ äîêàçàíà.Ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ ãîìîìîð�èçìà φXs
Ia◦

,∗ : π1(X
s
Ia◦

)→ Ia.Íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû s ïîëèýäðà X̄s
Ia◦, ñîäåðæàùåì òî÷-êó pt = l(pt0), pt0 ∈ S1�îòìå÷åííàÿ òî÷êà, âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò

(x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)). Îáîçíà÷èì ∏r
i=1 v1,2;i = s(1, 2), ∏r

i=1 v3,1;i = s(3, 1)
∏r

i=1 v2,3;i = s(2, 3). Óïîðÿäî÷èì äâå ïåðâûå êîîðäèíàòû è ïîäïðàâèìêîîðäèíàòû óìíîæåíèåì íà ±1 òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ âû÷åòîâ
s(3, 1) = 1, s(3, 2) = i, (114)òîãäà

s(1, 2) = +i, (115)ïîñêîëüêó s(3, 2) = −s(2, 3), s(1, 2)s(2, 3s(3, 1) = 1. (Ìîæíî âîñïîëüçî-âàòüñÿ äðóãèì ñîãëàøåíèåì î âûáîðå âû÷åòîâ, íàïðèìåð, ïîñëå óìíîæå-íèÿ íàáîðà âòîðûõ êîîðäèíàò íà i, âòîðîå óðàâíåíèå èç (114) ïåðåéäåòâ óðàâíåíèå s(3, 2) = 1.) 81



Ïóñòü l : S1 ⊂ Xs
Ia◦ � ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé ïóòü, òðàíñ-âåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèé ïîäïðîñòðàíñòâî îñîáûõ ñòðàòîâ PK

(s−1)
0,◦ ⊂

Xs
Ib◦

â êîíå÷íîì ÷èñëå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç
{t1, . . . , tj}. Âûáåðåì ïóòü l ñòàíäàðòèçîâàííûì. �àçîáúåì ìíîæåñòâîêðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà äâà ïîäìíîæåñòâà {t1, . . . , tj} = U ∪ V . Îòíåñåì êïîäìíîæåñòâó U�êðèòè÷åñêèå òî÷êè, â êîòîðûõ îäíà òðåòüÿ êîîðäèíàòàèç íàáîðà òðåòüèõ êîîðäèíàò ìåíÿåòñÿ íà ýëåìåíò èç Ia. Îòíåñåì ê ïîä-ìíîæåñòâó V �êðèòè÷åñêèå òî÷êè, â êîòîðûõ îäíà êîîðäèíàòà èç íàáîðàïåðâîé èëè âòîðîé êîîðäèíàò ìåíÿåòñÿ íà ýëåìåíò −1 ∈ Id.Îáîçíà÷èì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ìíîæåñòâà U ÷åðåç U = {τ1, . . . , τk}.Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [τiτj ] ïóòè l (âîçìîæíî, ÷òî íà÷àëüíàÿ èëè êî-íå÷íàÿ òî÷êà ýòîãî ïóòè ñîâïàäåò ñ îòìå÷åííîé) ïðîäîëæèì ñèñòåìó êî-îðäèíàò ïàðàëëåëüíî òðåòüåé êîîðäèíàòå. Â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êåìíîæåñòâà V ïðåîáðàçóåì íàáîðû ïåðâûõ è âòîðûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû,÷òîáû ïðîèçâåäåíèå âû÷åòîâ íàáîðà òðåòüèõ êîîðäèíàò âäîëü ïóòè íåèçìåíèëîñü.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç ℵ. Ïðè ýòîì ℵ = ℵ1,2 ⊕ ℵ3, ℵ1,2 ∈ Ea, ℵ3 ∈ Id.Ïðåîáðàçîâàíèå ℵ3 ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì.Îïðåäåëèì ãîìîìîð�èçì φXs

Ia◦
,∗ : π1(X

s
Ia◦

) → Ia ïî �îðìóëå
φXs

Ia◦
,∗([l]) = p̄Ea,Ia

(ℵ1,2), ãäå p̄Ea,Ia
: Ea → Ia � ïðîåêöèÿ ñ ÿäðîì a. (Íà-ïîìíþ, ÷òî Ea ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîäãðóïïû Ia, ýòàãðóïïà èçîìîð�íà ãðóïïå Z/4⊕Z/2. Ýëåìåíò a2 ðàñøèðÿåòñÿ ýëåìåíòîì

c ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, c2 = a2. Ýëåìåíò c äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà i íàêàæäóþ êîîðäèíàòó.) (Åñëè âìåñòî ðàâåíñòâà (115) èñïîëüçîâàòü ðàâåí-ñòâî s(1, 2) = 1, òî ℵ1,2 ∈ Eb è ïðîåêöèþ p̄Ea,Ia
: Ea → Ia ñëåäóåò çàìåíèòüíà ïðîåêöèþ pEb,Ia

: Eb → Ia ñ ÿäðîì b.)Äîêàæåì, ÷òî ãîìîìîð�èçì φXs
Ia◦

,∗ : π1(X
s
Ia◦) → Ia êîððåêòíî îïðå-äåëåí. Ñèñòåìà êîîðäèíàò (x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) âûáèðàåòñÿ íåîäíîçíà÷íî,â ÷àñòíîñòè, êîîðäèíàòà x̌1(0) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòü äî ïðåîáðàçîâàíèÿ

−1 ∈ Id. Ïóñòü x̌1
′(0) äðóãàÿ êîîðäèíàòà òàêàÿ, ÷òî x̌1

′(0) = −x̌1(0).Ïóñòü êîîðäèíàòà x̌′1(2π) ïîëó÷åíà èç x̌1(0) â ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîãîïðåîáðàçîâàíèÿ âäîëü l. Ïóñòü êîîðäèíàòà x̌′2(2π) ïîëó÷åíà èç x̌2(0) â ðå-çóëüòàòå åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âäîëü l.Òîãäà, î÷åâèäíî, x̌′1(2π) =
−x̌′1(2π). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå ℵ ∈ Ia íå çàâèñèò îò âûáîðàïåðâîíà÷àëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.Ïðè èçìåíåíèè ñòàíäàðòèçàöèè ïóòè l, ïðåîáðàçîâàíèå ℵ1,2 íå ìåíÿ-åòñÿ. �îìîìîð�èçì φXs

Ia◦
,∗ : π1(X

s
Ia◦)→ Ia êîððåêòíî îïðåäåëåí.Ïîñêîëüêó ïî Ëåììå (36) ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηXs

◦
íà ïîäïðî-ñòðàíñòâå Xs

Ib◦
∩Xs

Ia◦
⊂ Xs

◦ ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ âK(Id, 1) ⊂ K(D4, 1).82



êëàññè�èöèðóþùèå îòîáðàæåíèÿ φXs
Ia◦

, φXs
Ib◦

,∗ ñîãëàñîâàíû íà Xs
Ia◦∩X

s
Ib◦è îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèå φXs

0◦
: Xs

0◦ → K(Ia, 1). Îòîáðàæåíèå φX̂s
0◦

:

X̂s
0◦ → K(Ia, 1) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì.Äîêàæåì óñëîâèå. Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φXs

0◦
: Xs

0◦ → K(Ia, 1)ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φZs−1
0

: Zs−1
0 → K(Ia, 1). Ñíà÷àëà çàìåòèì,÷òî îòîáðàæåíèå φXs

0◦
: Xs

0◦ → K(Ia, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ
φXs

0
: Xs

0 → K(Ia, 1). Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå φXs
0

: Xs
0 → K(Ia, 1)ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Zs−1

0 , ò.å. ïðîâåðèì, ÷òî ñó-ùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå íà êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû s− 1.Ïóñòü a ⊂ PK
(s−1)
0◦ �ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû s − 1, ïðè÷åì ýëå-ìåíòàðíûå ñòðàòû ãëóáèíû s è s + 1, ëåæàùèå íà åãî ãðàíèöå, îòîæ-äåñòâëåíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Xs

0◦. Äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî çàìêíóòîãî ïóòè l, ëåæàùåãî íà ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòàõ ãëóáèíû sè s + 1 íà ãðàíèöå a îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìûêîîðäèíàò âäîëü l è ýëåìåíò η0,∗([l]), Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 36, ñîãëàñ-íî êîòîðîé η0,∗([l]) ∈ Id. Êðîìå òîãî, âäîëü l îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå
ℵ è, î÷åâèäíî, ℵ = η0,∗([l]). Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå φXs

0◦
ïðîäîëæàåòñÿäî îòîáðàæåíèÿ φZs−1

0
(è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì). Ïîñòðîåíèåîòîáðàæåíèÿ φZs−1

0
: Zs−1

0 → K(Ia, 1) àíàëîãè÷íî.Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå ηPQs
0

= φXs
0
|PQs

0
:

PQs
0 → K(Ia, 1). Ýòî ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ äèàãîíàëüíîéè àíòèäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòû ãðàíèöû ïðîñòðàíñòâà Xs

0 . Ïðîâåðèìýòî äëÿ äèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòû, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàí-ñòâå Xs
0,Ib

. Äëÿ àíòèäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòû, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ âïîäïðîñòðàíñòâå Xs
0,Ia

ïðîâåðêà àíàëîãè÷íà.�àññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü l íà êîìïîíåíòå PQs
diag. Ïóñòü ℵ � ïðå-îáðàçîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü l. Â ñëó÷àå θ(3, 1) = 1, ïðå-îáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ℵ âäîëü l ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì ïðåîáðà-çîâàíèåì êîîðäèíàòû x̌3 âäîëü l, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà êîîðäè-íàò (y̌1(2π), y̌2(2π)) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò (x̌1(2π), x̌2(2π)). Âýòîì ñëó÷àå ℵ = η0,∗([l]) ∈ Id. Åñëè θ(3, 1) = −1, òî ñèñòåìà êîîðäè-íàò (y̌1(2π), y̌2(2π)) îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1(2π), x̌2(2π)), àíà îáðàçóþùóþ −1 ∈ Id, íî ïðè ýòîì ℵ ñíîâà ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåí-íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ñíîâà èìååì

ℵ = η0,∗([l]) ∈ Id.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ηPQ̂s
0

= φX̂s
0
|PQ̂s

0
: PQ̂s

0 → K(Ia, 1) ïðîâåðÿþòñÿàíàëîãè÷íî.Ëåììà (38) äîêàçàíà.Îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà �îðìóëèðîâêå ñëåäóþùåé ëåììû (39), êîòîðàÿàíàëîãè÷íà Ëåììå (38). Ýòà ëåììà áóäåò èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ83



îòîáðàæåíèé φ1, φ̂1 â äèàãðàììå (62).Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Xs
1◦, Xs

1, Y s
1◦, Y s

1 , Zs
1◦,

Zs
1Ýòî ïîñòðîåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî è îïóñêàåòñÿ.Îïðåäåëåíî ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ ζY s

1◦
: Y s

1◦ → K(H, 1), ζŶ s
1◦

:

Ŷ s
1◦ → K(G, 1), êîòîðûå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îãðàíè÷åíèÿ ñòðóêòóð-íûõ îòîáðàæåíèé ζK1, ζK̂1

ïðè âêëþ÷åíèÿõ jY s
1◦
, jŶ s

1◦
.Îáîçíà÷èì êîìïîçèöèþ pXs

1◦
◦ ζY s

1◦
÷åðåç ζX̂s

1◦
: Xs

1◦ → K(H, 1), êîì-ïîçèöèþ pX̂s
1◦
◦ ζŶ s

1◦
÷åðåç ζX̂s

1◦
: X̂s

1◦ → K(G, 1). Ýòè îòîáðàæåíèÿ òàêæåíàçîâåì ñòðóêòóðíûìè.Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî X̄s
1◦, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíîå íàêðûâàþùèì íàä Xs

1◦, ñîîòâåòñòâóþùåå 2-ëèñòíîå íàêðûòèåèíäóöèðîâàííî èç íàêðûòèÿ K(Ib, 1) → K(D4, 1) îòîáðàæåíèåì ζXs
1◦
.Îáîçíà÷èì ýòî êàíîíè÷åñêîå 2-ëèñòíîå íàêðûòèå ÷åðåç pX̄s

1◦
: X̄s

1◦ → X̄s
1◦.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî X̃s

1◦ è 2-íàêðûòèå pX̃s
1◦

: X̃s
1◦ →

X̂s
1◦.Ëåììà 39. Â ïðåäïîëîæåíèè s = 1 (mod 2) 
óùåñòâóåò îòîáðàæå-íèå φXs

1◦
: Xs

1◦ → K(Qa, 1) ( ñîîòâåòñòâåííî φX̂s
1◦

: X̂s
1◦ → K(Qa, 1) ),óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:� Îòîáðàæåíèå φXs

1◦
: Xs

1◦ → K(Qa, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðà-æåíèÿ φZs−1
1

: Zs−1
1 → K(Qa, 1) (îòîáðàæåíèå φẐs−1

1◦
: Ẑs−1

1◦ → K(Qa, 1)ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φẐs−1
1

: Ẑs−1
1 → K(Qa, 1)), ïðè÷åì äëÿïðîäîëæåííîãî îòîáðàæåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

ζRQs
1

= φXs
1◦
|RQs

1
: RQs

1 → K(Qa, 1),

ζRQ̂s
1

= φX̂s
1◦
|RQ̂s

1
: RQ̂s

1 → K(Qa, 1).Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû (39)Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû (38) è îïóñêàåòñÿ.Îòîáðàæåíèÿ φ0, φ̂0 â äèàãðàììå (57)Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå φ0 â äèàãðàììå (57). Â ïðîñòðàíñòâå RK0◦ îïðå-äåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî RK
[2]
0◦ ⊂ RK0◦. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþ-ùóþ ïàðó ïîëèýäðîâ (âåðõíÿÿ äèàãðàììà) â âêëîæåíèå â ýòó äðóãîéïàðû ïîëèýäðîâ (íèæíÿÿ äèàãðàììà):84



RK1
0 ⊂ RK0

0 (116)
X1

0 ⊂ Z0
0 (117)Ïðîñòðàíñòâî RK [2]

0 îïðåäåëåíî êàê îáðàç ïðîñòðàíñòâà Z0
0 èç äèà-ãðàììû (117) ïðè âêëþ÷åíèè. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 40. Ïðîèçâîëüíîå PL�îòîáðàæåíèå äâóìåðíîãî äèñêà f : D2 →

RK0 âûòåñíÿåòñÿ â îòîáðàæåíèå f ′ : D2 → RK
[2]
0 ⊂ RK0 ñ îáðàçîì âïîäïðîñòðàíñòâå RK [2]

0 ⊂ RK0 â ðåçóëüòàòå ñêîëü óãîäíî ìàëîé PL�äå�îðìàöèè f → f ′.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 40Ïðîñòðàíñòâî RK0 ñíàáæåíî åñòåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì â ïðîñòðàí-ñòâî δr0×I ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèå r0�ìåðíîãî ñèìïëåêñà íà îòðåçîê, ïðè-÷åì ñòàíäàðòíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïðîñòðàíñòâà-îáðàçà, çàäàþùàÿ ñòðàòè-�èêàöèþ ïðîñòðàíñòâà�îáðàçà ïî êîðàçìåðíîñòè îñòîâîâ òðèàíãóëÿöèèñîãëàñîâàíà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ñî ñòðàòè�èêàöèåé ïðîñòðàíñòâà-ïðîîáðàçà. Ïîäïðîñòðàíñòâî RK
[2]
0 ⊂ RK0 ñîäåðæèò âñå ñòðàòû ïðî-ñòðàíñòâà RK0 ãëóáèíû 0,1,2. Îòîáðàæåíèå f : D2 → RK0 ìîæíî ïåðå-âåñòè ñêîëü óãîäíî ìàëîé äå�îðìàöèåé â îòîáðàæåíèå f ′ : D2 → RK

[2]
0òàê, ÷òî ïðîåêöèÿ îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f ′ â ïðîñòðàíñòâî δr0 × I òðàíñ-âåðñàëüíî ê ñèìïëåêñàì ðàçáèåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, íå ñîäåðæèò îñòîâàêîðàçìåðíîñòè 3. Ëåììà 40 äîêàçàíà.Îïðåäåëèì íà ïîäïðîñòðàíñòâå RK [2]

0 ⊂ RK0 îòîáðàæåíèå
φ

[2]
0 : RK

[2]
0 → K(Ia, 1). (118)Íà ïîäïðîñòðàíñòâå X1

0 ⊂ RK
[2]
0 îòîáðàæåíèå îïðåäåëèì êàê φX1

0
:

X1
0 → K(Ia, 1), ïîñòðîåííîå â Ëåììå (38) ïðè s = 1. Ïî ýòîé æå ëåììåîòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φZ0

0
: Z0

0 → K(Ia, 1). Òåìñàìûì, îòîáðàæåíèå (118) îïðåäåëåíî.Ïî Ëåììå 40 îòîáðàæåíèå (118) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φ0 :
RK0 → K(Ia, 1). Ïî Ëåììå (38) îòîáðàæåíèå (118) óäîâëåòâîðÿåò ñ�îð-ìóëèðîâàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå φ0 :
RK0 → K(Ia, 1) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, êîîðûå ñëåäóò èçäèàãðàìì (55), (56). Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ φ̂0 : RK̂0 → K(Ia, 1) ïîë-íîñòüþ àíàëîãè÷íî. 85



Îòîáðàæåíèÿ φ1, φ̂1 â äèàãðàììå (62)Ýòî ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó è îïóñêàåòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 30�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå p̂ : Sn−k/i→ J0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĉp öèëèíäðýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèé p̂I : Ĉp → [0, 1],
p̂J : Ĉp → J0 è äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ îòîáðàæåíèé, êîòîðîå îáî-çíà÷èì ÷åðåç F̂ : Ĉp → J0 × [0, 1].Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : RPn−k → J0 è îáîçíà÷èì ÷å-ðåç Cp öèëèíäð ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèé
pI : Cp → [0, 1], pJ : Cp → J0 è äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ îòîáðàæåíèé,êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç F : Cp → J0 × [0, 1].Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå r : Cp → Ĉp, ïðè÷åì ñëåäóþùèå äèàãðàììûêîììóòàòèâíû:

Cp −→ Ĉp

pI ց ւ p̂I

I,
(119)

Cp −→ Ĉp

pJ ց ւ p̂J

J0.
(120)�àññìîòðèì âëîæåíèå IJ : J0 × [0, 1] ⊂ R

n × [0, 1] è îïðåäåëèì îòîá-ðàæåíèÿ IJ ◦ F̂ : Ĉp → Rn × [0, 1], IJ ◦ F : Cp → Rn × [0, 1]. Íèæåîïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f̂ : Ĉp → R
n × [0, 1], êîòîðîå ïîëó÷åíî â ðå-çóëüòàòå C1�ìàëîãî âîçìóùåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ IJ ◦ F̂ .Òàêîå âîçìóùåíèå áóäåì íèæå íàçûâàòü äå�îðìàöèåé ãîìîòîïèè IJ ◦ F̂â ãîìîòîïèþ f̂ . Ïðè ýòîì ãîìîòîïèþ f̂ âûáåðåì ñîâïàäàþùåé íà íèæíåìîñíîâàíèè öèëèíäðà J0 ⊂ Ĉp ñ âëîæåíèåì IJ : J0 ⊂ Rn×{0}. Êðîìå òîãî,ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîìïîçèöèÿ p[0,1] ◦ f̂ : Ĉp → [0, 1] ñîâïàäàëà ñ p̂I , ãäå

p[0,1] : Rn× [0, 1]→ [0, 1] � ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü. Îïðåäåëåíîòàêæå îòîáðàæåíèå f : Cp → Rn × [0, 1] êàê êîìïîçèöèÿ f = f̂ ◦ r.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q̄ ⊂ Ĉp � êàíîíè÷åñêîå íàêðûâàþùåå íàä ïîëèýä-ðîì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ãîìîòîïèè f̂ , îïðåäåëåííîå êàê çàìûêàíèåïî �îðìóëå
Q̄ = Cl{x ∈ Ĉp : ∃y ∈ Ĉp, x 6= y, f̂(x) = f̂(y)}.86



Îïðåäåëåíà èíâîëþöèÿ TQ̄ : Q̄ → Q̄, ïåðåñòàâëÿþùàÿ ïðîîáðàçû òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Èíâîëþöèÿ TQ̄ ñîõðàíÿåò çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ pI .Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïîëèýäðà Q̄ ïðè ýòîé èíâîëöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç Q̂.�àññìîòðèì ñòðàòè�èêàöèþ
Jr

0 ⊂ · · · ⊂ J2
0 ⊂ J1

0 ⊂ J0
0 (121)ïðîñòðàíñòâà äæîéíà J0

0 = J0. Ñòðàòè�èêàöèÿ (121) îïðåäåëÿåò ñòðàòè-�èêàöèþ öèëèíäðà ïî �îðìóëå
Ĉi

p = p̂−1
J (J i

0) (122)è ñòðàòè�èêàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ Sn−k/i ïî �îðìóëå
(Sn−k/i)i = p̂−1(J i

0) (123)Îïðåäåëåíà ñòðàòè�èêàöèÿ
Q̄r ⊂ · · · ⊂ Q̄1 ⊂ Q̄0 (124)ïîëèýäðà Q̄0 = Q̄ ïî �îðìóëå Q̄i = (Q̄ ∩ˆip) ∩ TQ̄(Q̄∩ Ĉi

p). Ôàêòîð ñòðàòè-�èêàöèè 124 ïðè èíâîëþöèè TQ̄ îïðåäåëÿåò ñòðàòè�èêàöèþ
Q̂r ⊂ · · · ⊂ Q̂1 ⊂ Q̂0 (125)ïîëèýäðà Q̂. Îáîçíà÷èì ÷åðåç QJ i

0 ïåðåñå÷åíèå Q̄i∩J0. Ïðè óñëîâèè, ÷òîîòîáðàæåíèå f̂ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ñòðàòè�èöèðîâàííûé ïîëèýäð QJ i
0íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ñî ñòðàòàìè (121) ïîëèýäðà J0Ïðè ïðîèçâîëüíîì t ∈ (0,+δ] îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f̂ : Ĉp →

Rn × [0, 1] íà Sn−k/i× {t} îáîçíà÷èì ÷åðåç d̂ = d̂(t) : Sn−k/i→ Rn. Îòîá-ðàæåíèå d äâóëèñòíî íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå d̂. �àññìîòðèì ìíîãîîáðà-çèå N̂K0 ñ êðàåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d̂. Ìíîãîîáðàçèå
N̂K0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå N̂K0 = Q̂ ∩ Rn × {t}. Ýòî ìíîãîîáðàçèåñíàáæåíî åñòåñòâåííîé ñòðàòè�èêàöèåé

N̂ r
K0
⊂ · · · ⊂ N̂0

K0
, (126)

Ŵ
(i)
K0

= N̂ i
K0
\ N̂ i+1

K0
, (127)êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäñòðàòè�èêàöèÿ ñòðàòè�èêàöèè (125).Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûòèå NK0 → N̂K0 è ñòðàòè�èêàöèÿ (65) äâó-ëèñòíîãî íàêðûâàþùåãî. 87



Åñòåñòâåííî âûñêàçàòü ñëåäóþùóþãèïîòåçó: ïðèìåíÿÿ òåîðåìó PL�òðàíñâåðñàëüíîñòè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé 2-äèñê â ïîëèýäðå
N̂0

K0
ñíèìàåòñÿ ñ ïîäïîëèýäðà N̂3

K0
⊂ N̂0

K0
ñêîëü óãîäíî ìàëûì øåâåëå-íèåì, ïîýòîìó �óíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ïðîñòðàíñòâ N̂0

K0
è N̂0

K0
\ N̂3

K0ñîâïàäàþò (ñð. ñ Ëåììîé 40).Òåïåðü îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ f̂ 1. �àññìîòðèì íîðìàëüíîå ðàññëî-åíèå νJ0 : E(ν) → J0 âëîæåíèÿ iJ0 : J0 ⊂ Rn. Âëîæåíèå iJ0 îïðåäå-ëåíî êàê ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå n − k�ìåðíîé ñ�åðû â åâêëèäîâî ïðî-ñòðàíñòâî R
n ñ êîðàçìåðíîñòüþ k. �àññëîåíèå νJ0 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì

k�ìåðíûì ðàññëîåíèåì, ïðè÷åì ïî óñëîâèþ ëåììû k ≥ 8. Ïðåäñòàâèìðàññëîåíèå νJ0 â âèäå ñóììû Óèòíè òðèâèàëüíîãî 4-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ
ε1 : E(ε1) → J0, òðèâèàëüíîãî 2-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ε2 : E(ε2) → J0è äîïîëíèòåëüíîãî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ε3 : E(ε3) → J0 íåîòðèöà-òåëüíîé ðàçìåðíîñòè ðàçìåðíîñòè k − 6.Ïåðåîáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå (IJ ◦ F̂ ) ÷åðåç f̂−2. Âûáåðåì ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü áåñêîíå÷íî-ìàëûõ ÷èñåë δ−1, δ0, . . . , δr+1 (óêàçàííóþ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå ïîñëåäóþùåå ÷èñëî âûáèðàåòñÿ íàñòîëü-êî ìàëûì, ÷òî óêàçàííûå â ïîñòðîåíèè ñâîéñòâà àïïðîêñèìèðóþùåé ãî-ìîòîïèè, äîñòèãíóòûå íà ïðåäûäóùåì øàãå, ñîõðàíÿþòñÿ) òàêóþ, ÷òî
δi+1 = o(δi) è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C1�äå�îðìàöèé

f̂−2 7→ f̂−1 7→ f̂0 7→ . . . 7→ f̂r 7→ f̂ (128)ïî èíäóêöèè, çàäàâàÿ C1�êàëèáð äå�îðìàöèè íà ñòðàòå C(i)
p áåñêîíå÷íî-ìàëûì ÷èñëîì δi. Ïîñëåäíÿÿ ãîìîòîïèÿ f̂ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèáóäåò PL�îòîáðàæåíèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì t,

0 < t < δr+1, ãîìîòîïèÿ f̂ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå d̂.Íà ïðåäâîðèòåëüíîì øàãå äå�îðìàöèÿ f̂−2 7→ f̂−1 ñòðîèòñÿ âåðòè-êàëüíîé âäîëü ïîäðàññëîåíèÿ ε1 â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè νJ0 . Êàëèáððàññìàòðèâàåìîé äå�îðìàöèè ðàâåí δ−1. Äå�îðìàöèÿ f̂−2 7→ f̂−1 ñòðîèò-ñÿ òàêîé, ÷òî ïðîîáðàç p−1
J0

(α(s)) êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà α(s) ⊂ J0ãëóáèíû s ñàìîïåðåñåêàåòñÿ â òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå E(ε1)α(s) ðàññëîå-íèÿ ε1 íàä α(s) â îáùåì ïîëîæåíèè (êàê ïîãðóæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿçàìêíóòîãî PL�ìíîãîîáðàçèÿ).Íà íóëåâîì øàãå äå�îðìàöèÿ f̂−1 7→ f̂0 ñòðîèòñÿ âåðòèêàëüíîé âäîëüñëîåâ ðàññëîåíèÿ ε2, íåïîäâèæíîé íà ñòðàòå Ĉ(1)
p . Êàëèáð ðàññìàòðèâà-åìîé äå�îðìàöèè ðàâåí δ0. Äå�îðìàöèÿ f̂−1 7→ f̂0 ñòðîèòñÿ òàêîé, ÷òîîãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f̂0 íà ïðîîáðàç ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà α(0) ãëó-1Êîíñòðóêöèÿ áûëà ïîëó÷åíà íà ñåìèíàðå Ñ.À.Áîãàòîãî88



áèíû 0 ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ìíîæåñòâî òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê òðîéíîãîñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f̂−1, îãðàíè÷åííîãî íà α(0) è íå ñîäåðæèòòî÷åê äâîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.×òîáû îïðåäåëèòü äå�îðìàöèþ f̂−1 7→ f̂0 ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâà-ìè äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 32, ñîãëàñíî êîòîðîé, ñòðóêòóð-íàÿ ãðóïïà íàêðûòèÿ íàä ìíîãîîáðàçèåì äâîéíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷å-íèÿ íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ðåäóöèðóåòñÿ ê öåëî÷èñëåííîé. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî îñîáåííîñòü äâîéíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ âíå ìîæåñòâàòðîéíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ðàñïðîåêòèðóåòñÿ âî âëîæåíèå â êîðàç-ìåðíîñòè 2 âäîëü ñëîåâ ðàññëîåíèÿ ε2.Íà øàãå ñ íîìåðîì i äå�îðìàöèÿ f̂i−1 7→ f̂i ñòðîèòñÿ ñíà÷àëà ñ íîñè-òåëåì íà Ĉ(i)
p . Ïðåäâàðèòåëüíàÿ äå�îðìàöèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç

f̂i−1 → f̂ ′
i , ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé íà Ĉ(i+1)

p . Äàëåå ïîñòðîåííàÿ ãîìîòî-ïèÿ f̂ ′
i ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîòîïèè f̂i íà âñåì Ĉp òàê, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñóæå ïîñòðîåíûì ðàíåå îòîáðàæåíèåì f̂i−1 âíå ìàëîé ðåãóëÿðíîé îêðåñò-íîñòè (êîíå÷íîãî ðàäèóñà) Ĉ(i)

p è ïðîäîëæàåò îòîáðàæåíèå f̂i−1 â ýòóîêðåñòíîñòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî Ĉp ïî îáùåìó ïîëîæåíèþ ñ êîíñòàíòîé
C1�àïïðîêñèìàöèè δi.Ïîñòðîåíèå äå�îðìàöèè f̂i−1 7→ f̂ ′

i , i ≥ 1, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò α(i) ãëóáèíû ièç J (i)
0 \ J

(i+1)
0 è ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü Uα(i) ñòðàòà α(i) âîáúåäèíåíèè ñòðàòîâ J (i−1)

0 \ J
(i)
0 ãëóáèíû i − 1, ïðèìûêàþùåì ê ñòðà-òó α(i). Îêðåñòíîñòü Uα(i) ïðåäñòàâëåíà êàê îáúåäèíåíèå îêðåñòíîñòåé

Uβi−1
j ,α(i) ïî îêðåñòíîñòÿì ñòðàòà α(i) âî âñåâîçìîæíûõ ïðèìûêàþùèõñòðàòàõ β(i−1)

j ãëóáèíû i − 1. Êàæäûé ñòðàò U
β

(i−1)
j ,α(i) ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå α(i)×D2. Ïðîîáðàç p̂−1(U

β
(i−1)
j ,α(i)) îêðåñòíîñòè

U
β

(i−1)
j ,α(i) ïðè îòîáðàæåíèè p̂ : (Sn−k/i)(i−1) \ (Sn−k/i)(i) → J

(i−1)
0 \ J

(i)
0îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂bj ,a. Îáúåäèíåíèå V̂bj ,a ïî âñåì bj îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂a.Ýòî îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì Uα(i) ïðè îòîáðàæåíèè p̂.Ïðîîáðàç V̂bj ,a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 4r−i−1-ëèñòíîãî íàêðûâàþùåãî â íàä α(i) íà îòêðûòûé 2-äèñê D2. Ñíîâà âîñ-ïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíûì îïèñàíèåì îòîáðàæåíèÿ p̂, îòêóäà âûòåêàåò,÷òî îãðàíè÷åííîå p̂ íà V̂bj ,a, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñòàíäàðòíî-ãî ðàçâåòâëåííîãî 4-ëèñòíîãî íàä D2 è ïàðàìåòðèçóþùåãî îòîáðàæåíèÿ

b̂j → βj .Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ãîìîòîïèÿ f̂i−1, îãðàíè÷åííàÿ íà V̂aíåïîäâèæíà íà â, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî b̂j äå�îðìàöèÿ f̂i−2 7→ f̂i−1 íà-89



ïðàâëåíà â òðàíñâåðñàëüíîì íàïðàâëåíèè ê Uβj ,α è åå C1�êàëèáð ñóùå-ñòâåííî ïðåâûøàåò δi.Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ f̂ ′
i îêðåñòíîñòè V̂β → R

n, êàê ðåçóëüòàò δi�ìàëîé C1�äå�îðìàöèè íà êàæäîé îêðåñòíîñòè V̂a â íàïðàâëåíèè êàñà-òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê ïðîèçâîëüíî âûáðàííîìó ñòðàòó β ãëóáèíû i−1,ïðèìûêàþùåìó ê α. �îìîòîïèÿ f̂ ′
i ñòðîèòñÿ òàêæå êàê ïðè i = 0. Â ðå-çóëüòàòå òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà α(i) ñîâïàäàþò ñòî÷êàìè òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàíà ïðè ãî-ìîòîïèè f−1. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå ãîìîòîïèè f̂ ′

i íà ãðàíèöó îêðåñòíîñòè
V̂α, â ÷àñòíîñòè, íà ãðàíèöó ∂(â)cl öåíòðàëüíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ⊂ V̂b,añòðàòà â íåïîäâèæíî.Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ f̂i â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè f̂ ′

iïî îáùåìó ïîëîæåíèþ, áëèçêîé ê ãîìîòîïèè f̂i−1 ñ êîíñòàíòîé C1�àïïðîêñèìàöèè δi. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê ðåçóëü-òàò ãîìîòîïèè f̂i ïðè t < δi, èìååò íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòåîêðåñòíîñòè îñòîâà ãëóáèíû íå ìåíåå i ïðîñòðàíñòâà Sn−k/i(1) òî÷êè ñà-ìîïåðåñå÷åíèÿ, ñîâïàäàþùèìè ñ òî÷êàìè òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ãî-ìîòîïèè f−1 êîòîðàÿ áûëà îïðåäåëåíà íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå êîí-ñòðóêöèè. Òî÷êè, ëåæàùèå íà ñòðàòàõ ãëóáèíû i + 1 (è âûøå) èìåþòñòðóêòóðó òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îáùåãî âèäà. Ïðè ýòîì òî÷êè ñàìî-ïåðåñå÷åíèÿ ñòðàòîâ ðàçíîé ãëóáèíû, ó îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëåííîãî âðåçóëüòàòå ãîìîòîïèè f̂i, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü.Äå�îðìàöèÿ f̂i−1 → f̂i è, òåì ñàìûì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äå�îðìà-öèé (128), ïîñòðîåíà. Íà ïîñëåäíåì øàãå ãîìîòîïèÿ f̂r ïåðåâîäèòñÿ âãîìîòîïèþ f̂ îáùåãî ïîëîæåíèÿ C1�ìàëîé äå�îðìàöèåé, ïðè÷åì êàëèáð
δr+1 ýòîé äå�îðìàöèè ñóùåñòâåííî ìåíüøå δr. Ýòà äå�îðìàöèÿ ñîñòî-èò èç äâóõ øàãîâ. Íà ïåðâîì øàãå ðåçóëüòàòîì äå�îðìàöèè ÿâëÿåòñÿãîìîòîïèÿ f̂i îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî òî÷åê ñàìîïå-ðåñå÷åíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå òî÷åêñàìîïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî æå ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ïðè ïîãðóæåíèè f̂−1.Òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñòðàòîâ ãëóáèíû áîëüøåé i0,max îòñóòñòâóþò ïîñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè. Íà âòîðîì øàãå äå�îðìàöèè òî÷êè ïåðåñå-÷åíèÿ ñòðàòîâ ðàçíîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå âîçíèêëè ïðè ïîñòðîåíèèâíå îêðåñòíîñòè òî÷åê òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ãîìîòîïèè f−1, âåðòè-êàëüíî ðàñïðîåêòèðóþòñÿ âäîëü ñëîÿ ðàññëîåíèÿ ε3. Óêàçàííîå ðàñïðî-åêòèðîâàíèå âäàëè îò òî÷åê òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîððåêòíî îïðå-äåëåíî, ïîñêîëüêóêàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàä ïîëèýäðîì òî-÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó ñòðàòàìè ðàçíîé ãëóáèíû, î÷åâèäíî, òðè-âèàëüíî (ïàðà òî÷åê â íàêðûâàþùåì ïîëèýäðå åñòåñòâåííî óïîðÿäî÷åíàçíà÷åíèåì ãëóáèíû ñòðàòîâ). 90



Îòîáðàæåíèå f̂ îïðåäåëÿåò èñêîìîå îòîáðàæåíèå d̂ (d) ïðè îãðàíè÷å-íèè íà Sn−k/i× {δr} (RPn−k × {δr}).Ïî ïîñòðîåíèþ ñòðàòè�èêàöèè (65), (126) äîïóñêàþò ñåìåéñòâî îòîá-ðàæåíèé t̂(i) : W
(i)

K̂0
→ RK̂

(i)
0 , (t(i) : W

(i)
K0
→ RK

(i)
0 ), 0 ≤ i ≤ imax,0 âïðîñòðàíñòâà ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé.Áîëåå òîãî, ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé t̂(i) (t(i)) ñêëåèâàåòñÿâ îäíî îòîáðàæåíèå t̂ : N̂K0 → RK̂0 (t : NK0 → RK0).�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà NQ,diag, NQ,antidiag ñëåäóþò èç ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé íà W

(i)
Q,diag, W (i)

Q,antidiag, ïîñëåäíèå ïðåäóñìàòðèâàþòñÿ â Ëåììå 28.Ëåììà 30 äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 31Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 30. Ëåììà 31 äîêà-çàíà.4 Ìíîãîîáðàçèÿ ñ êâàòåðíèîííûì îñíàùå-íèåì�àññìîòðèì ãðóïïó Qa êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8. Îïðåäåëåíî ïðåäñòàâëå-íèå χ+ : Qa → SO(4), êîòîðîå ïåðåâîäèò åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû i, j,kâ ìàòðèöû (20), (21), (22) ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäñòàâëåíèå χ− ïåðåâîäèò åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû i, j,k â ìàòðè-öû








0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0









, (129)








0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0









, (130)








0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0









. (131)91



Îáðàç ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ïðè ïðåäñòàâëåíèÿõ χ+ è χ− îïðåäåëÿþòòàêæå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Z/2[3] ⊂ O(4). Çàìåòèòü, ÷òî âíåøíåå ñîïðÿ-æåíèå ïîäãðóïïû H ⊂ Z/2[3] íà ýëåìåíò èç Z/2[3] \ H, çàäàííûé ïðå-îáðàçîâàíèåì e1 → −e1, ei → ei, 2 ≤ i ≤ 4, îïðåäåëÿåò àâòîìîð�èçì
H → H, ïðè êîòîðîì ïîäãðóïïà Imχ+ ïåðåõîäèò ïîäãðóïïó Imχ− åäè-íè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ â H, ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé çàäàåòñÿ ìàòðèöàìè(129),(130),(131).Îïðåäåëåíà ïðÿìàÿ ñóììà ïðåäñòàâëåíèé χ+ ⊕ χ− : Qa → SO(4) ⊕
SO(4) → SO(8), ýòî ïðåäñòàâëåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ+,−. Îïðåäåëåíîïðåäñòàâëåíèå χ+ ⊕ χ+ : Qa → SO(4)⊕ SO(4)→ SO(8), êîòîðîå îáîçíà-÷èì ÷åðåç ψ+,+.Îïðåäåëåíû ñâîáîäíûå äåéñòâèÿ p7 : Qa×S

7 → S7, p3 : Qa×S
3 → S3,ïîñòðîåííûå ïî ïðåäñòàâëåíèÿì ψ+,+, χ+. Ñîîòâåòñòâóþùåå �àêòîðïðî-ñòðàíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S7/Qa, S3/Qa.�àññìîòðèì îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà S7/Qa, S3/Qa, îïðåäåëåííûåêàê �àêòîðïðîñòðàíñòâà äåéñòâèé p7, p3. Îïðåäåëåíû ïàðà âåêòîðíûõ

8- è ïàðà âåêòîðíûõ 4-õ ìåðíûõ ðàññëîåíèÿ ζ+,+ : E(ζ+,+) → S7/Qa,
ζ+,− : E(ζ+,−) → S7/Qa, η+ : E(η+) → S7/Qa, η− : E(η−) → S7/Qañî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Qa. Ïðè ýòîì 8-ìåðíîå ðàññëîåíèÿ ζ+,+, ζ+,−àññîöèèðîâàíû ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ψ+,+, ψ+,− ðàññëîåíèÿ η+, η− àññîöè-èðîâàíû ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè χ+, χ− ñîîòâåòñòâåííî.�àññìàòðèâàÿ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà S7/Qa, çàêëþ÷àåì,÷òî H4(S7/Qa; Z) = H3(S

7/Qa; Z) = Z/8. Ïðè ýòîì îáðàçóþùàÿ t óêàçàí-íîé ãðóïïû îïðåäåëåíà êàê îáðàç �óíäàìåíòàëüíîãî êëàññà [S3/Qa] ïðèâëîæåíèè S3/Qa ⊂ S7/Qa, êîòîðîå ïàðàìåòðèçóåò 3-îñòîâ K3 ⊂ S7/Qa.Ïðåäëîæåíèå 41. Ïóñòü K7 � ïðîèçâîëüíîå îðèåíòèðîâàííîå çàìêíó-òîå ìíîãîîáðàçèå, ñòàáèëüíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå êîòîðîãî èçî-ìîð�íî ðàññëîåíèþ f ∗(kζ+,+), f : K7 → S7/Qa, s = 1 (mod 2). Òîãäà
deg(f) = 0 (mod 2).Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 41Çàìåòèì, ÷òî ðàññëîåíèå íàä S7/Qa, ïîëó÷åííîå èç kζ+,+ îáðàùåíèåìîðèåíòàöèè, ñîâïàäàåò ñ kζ+,−. �àññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå (íåñâÿçíîå)ìíîãîîáðàçèå K7 ∪ −K7, ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì f ∗kζ+,+ ∪ f

∗kζ+,−.Äîêàæåì, ÷òî â ãðóïïå H3(S
7/Qa; Z) 
 îáðàçóþùåé, îáîçíà÷åííîé ÷å-ðåç t, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

[p1(kζ+,+)]op = 4t, (132)
[p1(kζ+,−)]op = 0. (133)92



Ñíà÷àëà äîêàæåì ðàâåíñòâî (132) ïðè k = 1. �àññëîåíèå ζ+,+ ÿâëÿåò-ñÿ êîìïëåêñíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 15.5 èç êíèãè [M-S℄ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
p1(ζ+,+) = c21(ζ+,+)− 2c2(ζ+,+). (134)Ïîñêîëüêó ζ+,+ = η+ ⊕ η+, òî ñîãëàñíî �îðìóëå (14.7) c2(ζ+,+) =

c2(η+⊕ η+) = c21(η+) + 2c2(η+). Ïîñêîëüêó êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü ðàñ-ñëîåíèÿ η+ ðàâíà 2, c2(η+) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Ýéëåðà è ðàâåí t. Äàëåå
c21(η+⊕ η+) = 4c21(η+). Ñóììèðóÿ äîêàçàííûå ðàâåíñòâà, 
 ó÷åòîì 8t = 0,ïîëó÷èì p1(ζ+,+) = 2c21(η+) + 4t.Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

c21(η+) = 0. (135)Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî i∗(c1(η+)) = 0, ãäå i : S3/Qa ⊂ S7/Qa åñòå-ñòâåííîå âëîæåíèå, ïîñêîëüêó ðàññëîåíèå i∗(η+) òðèâèàëüíî. �îìîìîð-�èçì
H2(S7/Qa; Z)

i∗
−→ H2(S3/Qa; Z)ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîð�èçìîì, ïîýòîìó c1(η+) = 0. �àâåíñòâî (135) è ðàâåí-ñòâî (132) ïðè k = 1 äîêàçàíû.Äîêàæåì ðàâåíñòâî (133) ïðè k = 1. �àññëîåíèå ζ+,− ÿâëÿåòñÿ êîì-ïëåêñíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ïî àíàëîãè÷íûì âû÷èñëåíèÿì:

p1(ζ+,−) = c21(ζ+,−)− 2c2(ζ+,−). (136)Ïîñêîëüêó ζ+,− = η+ ⊕ η−, òî c2(η+ ⊕ η−) = c1(η+)c1(η−) + c2(η+) +
c2(η−). Â ïîñëåäíåé �îðìóëå âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþò-ñÿ, ïîñêîëüêó ýéëåðîâû êëàññû ðàññëîåíèé η+, η− ïðîòèâîïîëîæíû ïîçíàêó. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó âû÷èñëåíèþ, èìååì c21(η+ ⊕ η−) =
c21(η+) + c21(η−) + 2c1(η+)c1(η−). Ñóììèðóÿ äîêàçàííûå ðàâåíñòâà, ïîëó-÷èì p1(ζ+,−) = c21(η+) + c21(η−). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî c21(η−) = 0 ïîàíàëîãè÷íûì ñ (135) âû÷èñëåíèÿì. �àâåíñòâî (133) ïðè k = 1 äîêàçàíî.Äîêàæåì (132), (133) ïðè ïðîèçâîëüíîì íå÷åòíîì k. Ñíà÷àëà äî-êàæåì, ÷òî ó êîìïëåêñíûõ ðàññëîåíèé 2lζ+,+, 2lζ+,− õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèé êëàññ c1 ðàâåí íóëþ, à c2(2lζ+,+) = c2(2lζ+,+) = 4lt. Ïîñêîëüêó
2lζ+,+ = 4lη+, òî ñîãëàñíî �îðìóëå (14.7) 
 ó÷åòîì ðàâåíñòâà (135),ïîëó÷èì: c2(2lζ+,+) = c2(4lη+) = 4lc2(η+) = 4lt. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì
c2(2lζ+,−) = 4lt. �àâåíñòâà (132), (133) âûòåêàþò èç óðàâíåíèé (134),
(136).�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå F = f ∪ f : K7 ∪ −K7 → S7/Qa îðèåí-òèðîâàííîãî (íåñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå F93



îðèåíòèðîâàííî áîðäàíòíî íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå÷èñëî
F∗([p1(kζ+,+)]op + [p1(kζ+,+)]op) ∈ H3(S

7/Qa)ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîáîðäèçìå. Ýòî ÷èñëî ðàâíî íóëþ, ïðè def(f) = 0
(mod 2), è ðàâíî 0, ïðè deg(f) = 1 (mod 2). Ïðåäëîæåíèå 41 äîêàçàíî.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 5 áûëî èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå Ïðåä-ëîæåíèå.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z/2[s] ãðóïïó, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå s-êðàòíîãîñïëåòåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû Z/2, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íîñëó÷àþ s = 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω : E(ω)→ K(Z/2[s], 1) � óíèâåðñàëüíîå
2s−1�ìåðíîå ðàññëîåíèå ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2[s].Ïðåäëîæåíèå 42. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé ïîëèýäð ðàçìåðíîñòè
dim(K) = 7, ñíàáæåííûé îòîáðàæåíèåì ϕ : K → K(Z/2[s], 1) è ïóñòü
ϕ∗(ω) � îáðàòíûé îáðàç ðàññëîåíèÿ ω ïðè îòîáðàæåíèè ϕ. Òîãäà äëÿ ëþ-áîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà l, l ≡ 0 (mod 8) ðàññëîåíèå lϕ∗(ω) èçîìîð�íîòðèâèàëüíîìó.Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 42Îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå lϕ∗(ω) ÷åðåç ψs. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóê-öèè. Ïðè s = 1 óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî.Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ðàññëîåíèå ψs−1, s > 1, òðèâèàëüíî. Äîêà-æåì, ÷òî ðàññëîåíèå ψs òðèâèàëüíî. �àññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå
K̄ → K, èíäóöèðîâàííîå ïîäãðóïïîé èíäåêñà 2 Z/2[s−1] ⊕ Z/2[s−1] ⊂
Z/2[s]. �àññìîòðèì ðàññëîåíèå ψ!

s íàä K̄, îïðåäåëåííîå êàê òðàíñ�åð ðàñ-ñëîåíèÿ Z/2[s]. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ψ!
s = ψs−1,1 ⊕ ψs−1,2, ãäå ïðÿìûåñëàãàåìûå ψs−1,1, ψs−1,2 ñóòü ðàññëîåíèÿ íàä K̄ ñ ìåíüøèìè ñòðóêòóð-íûìè ãðóïïàìè. Ýòè ðàññëîåíèÿ èçîìîð�íû ìåæäó ñîáîé, ïðè÷åì èçî-ìîð�èçì îñóùåñòâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé íàêðûòèÿ K̄. Ïî ïðåäïîëîæåíèþèíäóêöèè ðàññëîåíèÿ ψs−1,1, ψs−1,2 òðèâèàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàñ-ñëîåíèé íàä K ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ψs = l2s−2κ⊕ l2s−2ε, ãäå κ � ëèíåé-íîå ðàññëîåíèå, êëàñè�èöèðóþùåå íàêðûòèå K̄ → K, ε � òðèâèàëüíîåðàññëîåíèå. �àññëîåíèå lκ è, òåì áîëåå, ðàññëîåíèå l2s−2κ, òðèâèàëüíî,ñëåäîâàòåëüíî, ðàññëîåíèå ψs òðèâèàëüíî. Ïðåäëîæåíèå 42 äîêàçàíî.
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