Seminario de Licenciatura

Mixing topoldgico del flujo geodésico en
superficies hiperbdlicas de volumen finito

Vanessa L. Matus de la Parra Rodriguez

Bajo la tutela de
Felipe Riquelme
Radu Saghin

Financiado parcialmente por el Proyecto FONDECYT Regular 1171477

“Partially Hyperbolic Systems in Low Dimensions”.

Instituto de Matematica
PonTIFICcIA UNIVERSIDAD CATOLICA DE VALPARATSO
Valparaiso, Chile

2017






Agradecimientos

Quiero agradecer a cada uno de mis profesores por el conocimiento que me
han entregado en estos anos, en particular al grupo de Sistemas Dindmicos de
Valparaiso por la motivacion en esta bella area y las multiples oportunidades
de acercarme a ella. Gracias a Radu Saghin por el financiamiento para llevar
a cabo este seminario y hacerme notar cudnto tiempo de estudio perdia en el
patio. En especial, quiero agradecer a Felipe Riquelme por toda la dedicacion
y paciencia que ha puesto en nuestro trabajo, por la retroalimentacién en cada
paso y mas aun por la confianza que ha depositado en mi.

Sin lugar a dudas, incluyo en este agradecimiento a mis profesores del colegio
y a mis amigos, quienes han hecho su mejor intento por estar conmigo el dia de
mi defensa.

Finalmente, agradezco a mi familia (tatas, tios y padres) por inculcar que
el tesoro mas grande es la educacion y por el enorme esfuerzo que siempre han
puesto en que mis hermanos y yo gocemos de tal tesoro.






Indice
1. Introduccién

2. Semi-plano de Poincaré e isometrias positivas
2.1. Isometrias positivasde H . . . .. ... ... ... ...
2.2. Dinamica de las isometrias positivas . . . . . . . ... ... ...
2.3. Modelo del disco de Poincaré . . . ... ... ... .. ... ..

3. Grupos fuchsianos
3.1. Superficie Cociente. . . . . . . . . . . . ... e
3.2. Dominios Fundamentales. . . . ... ... ... .. ........

4. Flujo geodésico
4.1. Flujo geodésico como accién matricial. . . . . . .. ... ... ..
4.2. Flujo geodésico en superficies cocientes . . . . . . . . . ... ...
4.3. Funcién de Busemann. . . . . . .. .. . oL Lo
4.4. Dindmica del flujo geodésico. . . . . ... . ... ... ... ...

5. Mixing del flujo geodésico
5.1. Previos dindmicos . . . . .. ... .o oo
5.2. Superficies hiperbodlicas como espacios de medida . . . . . . . . .
5.3. Mixing topolégico del flujo geodésico . . . . . . . .. ... ...
5.4. Comentario final . . . . .. ... .. ... ... .. .. ...,

11
12

14
14
16

19
22
22
23
28






1. Introduccion

Uno de los principales intereses en Sistemas Dindmicos es medir caos. Este
concepto engloba una serie de fenémenos, tales como: abundancia de puntos
periodicos, abundancia de érbitas densas, prediccién de la posicién de puntos a
lo largo del tiempo. Con esto en mente tiene sentido estudiar la interaccién de
puntos de distintas localidades del espacio en cuestién. Es aqui donde nace la
nocion de mizring. El mixing topolégico de un sistema dindamico es la propiedad
de interaccién persistente en tiempos futuros entre regiones independientes del
espacio. En particular esta propiedad nos dice que no es posible predecir con
precisién la ubicacién de un punto en el futuro. Formalmente, se tiene la siguiente
definicién.

Definicién 1.1. Diremos que un flujo (vi)wer definido sobre un espacio to-
poldgico X es topoldgicamente mixing si para cada par de abiertos U,V , existe
T > 0 tal que

ot(U)nV £ F, ¥t >T.

Probar que un flujo satisface la propiedad de mixing sobre espacios métricos
compactos es un problema de por si complicado, pero anadir un factor de no
compacidad del espacio lo convierte en un problema atin méas desafiante.

Un primer paso para comenzar a abarcar esta problemética es considerar
espacios donde la dindmica en las zonas no compactas esté bien controlada.
Este es el caso de superficies hiperbdlicas, donde el sistema dindamico natural a
considerar es aquel definido por seguir las curvas que minimizan distancia, es
decir, curvas geodésicas.

Siguiendo esta idea, en estas notas consideraremos superficies hiperbdlicas
y estudiaremos la propiedad de mixing de un sistema dindmico muy particular
definido tanto geométrica como algebraicamente: el flujo geodésico. Este es el
flujo determinado por seguir a tiempo ¢ la geodésica orientada determinada por
un punto y un vector en el plano tangente en este punto.

El siguiente enunciado es el resultado principal de estas notas.

Teorema 1.2. FEl flujo geodésico sobre una superficie hiperbdlica de volumen
finito es topoldgicamente mizing.

Las superficies hiperbdlicas son siempre obtenidas como cocientes del semi-
plano de Poincaré por subgrupos discretos del grupo de isometrias que preservan
orientacién. Notemos que las superficies de volumen finito no necesariamente son
compactas. Estas pueden admitir regiones no compactas, a las cuales llamare-
mos cuspides. En las cispides, la dindmica del flujo geodésico es bien descrita
en términos de la accién de subgrupos parabdlicos del subgrupo discreto a con-
siderar.

Como se mencion6 anteriormente, el flujo geodésico se puede definir de forma
geométrica estudiando las geodésicas en la superficie y también se puede estudiar
algebraicamente como la acciéon matricial de multiplicar por la derecha por una
matriz con un parametro temporal. Estas dos maneras de ver el flujo nos dan



dos posibles demostraciones del mixing, tanto en medida como topolégico. En
estas notas nos enfocaremos en el método algebraico para resolver el problema.

En la demostracién algebraica definiremos el flujo horociclico dilantante b7
y el contractante h,. Mediante componer estos flujos y el flujo geodésico en
tiempos s,t,u € R es posible obtener un conjunto de medida total de PSLy(R).
Utilizando este hecho fijaremos una funcién F € L? con integral nula y pro-
baremos que el tnico punto de acumulacién débil de (F o g;)wer es la funcién
nula. Esto se obtiene utilizando la invarianza por los flujos h¥, hy, y g: junto
al teorema de Fubini, lo cual es una caracterizacion del mixing en medida, que
describe el comportamiento asintticamente independiente de los sucesos. En este
contexto, esto implica el mixing topolégico del flujo.

Estas notas estdn organizadas de la siquiente manera. En la Seccién 2 vamos
a situarnos en el semi-plano de Poincaré H como primer modelo de superficie
hiperbdlica y vamos a determinar cudl es el grupo de isometrias que actia sobre
éste. También mostraremos el modelo hiperbdlico del disco de Poincaré denotado
por D, que corresponde a un modelo isométrico al de H.

En la Seccién 3 estudiaremos la accién por subgrupos discretos del grupo de
isometrias, los cuales llamaremos grupos fuchsianos, pues éstos nos permitiran
obtener otros modelos de superficies hiperbdlicas, de hecho todas ellas, mediante
cocientar H por grupos fuchsianos. Este cociente resulta ser una variedad salvo
finitos puntos y posee una métrica inducida por la métrica en el fibrado unitario
tangente de H.

En la seccién 4 definiremos el flujo geodésico de forma geométrica sobre el
fibrado unitario tangente de H el cual denotamos por T'H y lo proyectaremos
en un flujo sobre superficies cocientes de la forma TlH/F con I' grupo fuch-
siano. Este espacio es el fibrado unitario tangente del orbifold H/T" salvo en las
singularidades. También es en esta seccién que estudiaremos la accién matricial
que tiene el flujo geodésico por multiplicacién por la derecha y definiremos la
funciéon de Busemann para luego exhibir las variedades fuertemente estables e
inestables que éste posee.

Finalmente estudiaremos las propiedades de mixing en la Seccién 5, constru-
yendo una medida de volumen sobre T'H /Ty probando el mixing en medida
para ella y asi concluir el mixing topolégico. Al final de esta seccién daremos
algunas ideas y referencias sobre las generalizaciones de este resultado.

Las cuatro primeras secciones estan basadas en el libro Trajectories géodési-
ques et horocicliques de Frangoise Dal’Bo [D3] y en el libro Fuchsian Groups de
Svetlana Katok [KA]. La dltima seccién est basada en las notas Sur le mélange
du flot géodésique de Yves Coudene.



2.
2.1.

Semi-plano de Poincaré e isometrias positivas

Isometrias positivas de H

Consideremos H el semi-plano de Poincaré definido por

H={2eC:Imz> 0}

y G el grupo de aplicaciones

9(2)

con a,b,c,d € Ry ad — be

az+b
cz+d’

1. Observemos que estas aplicaciones son las

transformaciones de Mobius cuyos coeficientes como funcién racional son reales.

Proposicion 2.1. Los elementos de G son homeomorfismos.

Demostracion. Notemos que si z,w €

H son tales que g(z) = g(w), entonces

az+b aw +b
cz+d T +d
< acwz +bcw +adz +bd = acwz + bez + adw + bd
< (ad—bc)z = (ad —bo)w
Sz o= w.

Luego g es inyectiva. Ademas, si w
basta tomar z = ijgll; para tener que
1

tividad. La continuidad de g y g~
cz +d # 0 para todo z € H.

Este grupo actiia sobre H, pues

€ H es un punto cualquiera del semiplano,
g(z) = w, de lo cual se tiene la sobreyec-

son claras de la definicién y del hecho que

O

Img(z) = 1_az+b_az+b]
2 l[ecz+d cz+d
1 [(az+b)(cZ+d) — (aZ + b)(cz + d)
2| lcz +dJ? ]
1 [(ad —be)z + (be — ad)z
T2 |cz + dJ? ]
2=z 1
T2 ez +dP?
Im 2
T ez +dpP >0

Proposicion 2.2. La accion de G sobre H es transitiva.



Demostracion. Basta probar que para cualquier w € H, existe g € G tal que
g(w) =1). Sea w = x + iy € H y tomemos la aplicacién

. Yz + A\ fyx
g(z) = W7

se tiene que \/y - ﬁ —0-yxr =1,delocual g € G, y ademas g(i) = w. O

La accién de G sobre H se extiende al fibrado tangente TH = {(2, @) : z €
H, @ € T, H} mediante

9+ (z,@) = (9(2), (d=9)(7)).

Como (d.9)(W) = %, entonces g - (z, @) € TH, de lo cual esta accién estd

bien definida. Que sea accién de grupo es consecuencia de la regla de la cadena.
Para z € H, definimos la métrica riemanniana g, : T, H x T, H — R por

BT 7) = T T

donde (&, ¥ g2 es el producto interno usual de R2.
Llamamos fibrado unitario tangente al subespacio T'H de T H definido por

T'H={(z,7)e TH: g.(W, ) = 1},

que corresponde a los pares punto-vector, donde el punto esta en H y el vector
es unitario en el plano tangente en ese punto.

Observacién 2.3. Pruebe que gy ((d.9)(), (d.g)(7)) = g.(W, 7).

. . , 1 .., .,
De lo anterior se tiene que G actia sobre T H por restriccion de la accién
en TH.

Observacién 2.4. La accién de G sobre T'H es simplemente transitiva.
Proposicion 2.5. El grupo G preserva la métrica g de manera conforme

Demostracion. De la invarianza de g por la accién de h € G, se tiene

b
j Bote(en (900 (1), (g 0 ) (1) ¥t

a

b
| et (@) 0. (o) () 2

a

t(9(c))

b
- j g (1), ¢/ (1) Fdt = €(c).

a

Por lo tanto G preserva la métrica g y por la Observacin 2.3 lo hace de manera
conforme. O



Decimos que un camino ¢ : [a,b] — H es € por partes si es de clase €° y
existe ne Nya=xp <z < ..<2xp1<x, =bde modo que c|(%_1 )
de clase €, para todo 1 <4 < n. Denotamos por €, ([a,b]) al conjunto de los
caminos €' por partes definidos sobre [a, b].

Sea ¢ : [a,b] — H en €)([a,b]) y su largo de curva

b
€0 = | g0, (0¥t

Dados z, 2" € H, denotamos z ~. 2 si c € 6, ([a,b]), con c(a) = z y ¢(b) = 2/,
para algtin par de reales a,b € R. Se define d : H x H — RZ por

d(z,2') = mf{l(c) : c€ €, ([a,b]),z ~c 2'}.

Proposicién 2.6. Sean z,z’ € H. Entonces existe un inico ¢ : [0,1] — H en
%, ([0,1]) con ¢(0) = z, ¢(1) = 2’ y tal que {(c) = d(z,2').

Demostracion. Salvo componer por un elemento de G, el cual preserva distancia,
podemos suponer que z = iy 2/ = «i (basta llevar z a i por la transitividad de la
accién y luego aplicar una rotacién para llevar 2’ al eje imaginario). Escribiendo
c(t) = x(t) + iy(t), con y(t) = 0 para todo 0 < ¢ < 1, se tiene

i

1 1 ' i 1.
b(c) = L g (' (1), ¢ (1) 2 dt = JO Wdt > L Z((Z)) ‘dt >

1,
f y@)
o y(t)
y la igualdad se tiene si, y sélo si, z(t) = 0 para todo 0 < ¢t < 1y y'(t) es
de signo constante. Esta tltima condicién se debe a que si = 0, entonces y’
cambia de signo si, y sélo si, dos intervalos tienen igual imagen, lo cual suma
una cantidad positiva a la integral. De lo anterior, £(c) = |log(«)|. O

Proposicion 2.7. La aplicacion d es una distancia en H.

Observacion 2.8. Las transformaciones de Mdbius son composicion de rota-
ciones, traslaciones y homotecias. En particular, G < Isom™ (H).

Més atin, veremos mas adelante que G = Isom™ (H).

La topologia inducida por la distancia d sobre H es la misma que la inducida
por la distancia euclideana. Para esta topologia H no es compacto. Vamos a
compactificar H anadiendo un borde al infinito H(co) = R u {oc} y dotando
all =Hu H(co) de una topologia que restricta a H sea la inducida por d.
Para esto, definimos un abierto de H como un abierto de H u R (respecto a
la topologfa inducida por la distancia euclideana sobre R?) o bien el punto oo
unido al complemento de un compacto de H u R.

Se puede probar que H es compacto con esta topologia.

La accién del grupo G sobre H se prolonga en una accién por homeomorfis-

az+b

mos sobre H(o0). Sea g(z) = 277 un elemento de G y = € R,




si ¢ = 0, definimos g(z) = 2% g(c0) = o0;
si ¢ # 0, definimos g(x) = ‘;;Is sixz# _Td, g (_Td) = o0, g(w) = 2.

Recordando que las transformaciones de Mébius envian rectas o circulos en
rectas o circulos, y utilizando el hecho de que la trayectoria mas corta entre
puntos que pertenecen a una misma recta vertical es el segmento euclideano
que los une, es natural la siguiente definicion.

Definicién 2.9. Llamaremos geodésica a una semi-recta vertical de H o a un
semi-circunferencia euclideano de H centrado en un real. Denotamos por (x y)
la geodésica que une a los puntos x,y € H(0).

(Ver figura 1).

Figura 1: Modelo Hiperbélico de H.

Sean

K={€9(Z)=M:GER};

zsin 6+cos 6
A={h.(z) =az:a€eR a>0};
N={p(z)=z+b:beR}

Estos son subgrupos de G' que se pueden caracterizar por sus puntos fijos
en H, la compactificacién de H. Observemos que K es el estabilizador de i; una
isometria h es un elemento de A si, y sélo si, fija 0 e o0 (ademds dejan invariante
la geodésica (0 o0), pues actian por traslacién en dicha recta); y p # id es un
elemento de N si, y sélo si, p fija solamente el punto c0. Ademads N fija las rectas
euclideanas horizontales y actia en ellas por traslacién.

Proposicién 2.10. G = Isom™ (H).

Demostracion. Basta probar que Isom™ (H) c G. Sea f € Isom™ (H). Como la
accion de G sobre H es transitiva e isométrica, salvo componer con un elemento
de G, podemos suponer que f fija i. Mds especificamente, si f(i) = w,y g € G es
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tal que g(w) = i, entonces f= foge G estal que f(z) = 1. Si f(ad) = 29, como
f(@) = i, sabemos que z( estd a la misma distancia de ¢ que «i. De lo anterior,
existe un real 6 tal que eg(29) = ai. Ademds, eg(i) = i, de lo cual eg o f(i) = ¢
y eg o f(ai) = «i. Luego eg o f(Bi) = Bi, para todo S € R.

SizeH~\{Bi:peR} lageodésica que une z con ai es enviada a través de
eg o f en una geodésica entre eg o f(2) y ai que corta en el mismo dngulo al eje
imaginario. Como ademds eg o f preserva orientacion, se tiene que ego f(2) = z.
Asi ego f =1id y por lo tanto f = egl €@q.

O
2.2. Dinamica de las isometrias positivas
A un elemento g € G de la forma g(z) = SZZIZ, con ad — bc = 1, le podemos

asociar el valor absoluto de su traza, definido por
[tr(g)| :=|a +d|.

Si g es no trivial, el signo de | tr(g)| — 2 determina cudntos puntos fijos tiene
en H, como veremos en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.11. Sea g € G \ {id}.

(i) Si|tr(g)| > 2, entonces g fija exactamente dos puntos de ]?]I, estos puntos
pertenecen a H(o0) y g es conjugada en G a un elemento de A.

(ii) Si |tr(g)| < 2, entonces g fija exactamente un punto de H, este punto
pertenece a H y g es conjugada en G a un elemento de K.

(i1i) Si |tr(g)] = 2, entonces g fija exactamente un punto de H, este punto
pertenece a H(o0) y g es conjugada en G a un elemento de N.

Demostracion. Sea g(z) = Zzzidb un elemento de G \ {id}. Si ¢ =0, g es de la
forma g(z) = a’z + ¥, de lo cual g sélo fija co € H(o0). Como g(z) = g,/jjrrg:, con

a'd —-bcd =1¢ =0,d =1, entonces a’ =1y asi g(z) = z+ b es un elemento
de N.
Si ¢ # 0, entonces g(z) = z si, y solo si,

a—d=++/(a+d)?—-4
2c '

Z =

Si |tr(g)| = 2, entonces el unico punto fijo de g es x = “T’Cd € H(oo). Via
una aplicacién f € G tal que f(x) = 00, tenemos que fogo f1(w) = w0y
fogof1(z) # 2z para todo z € H {oo}. Luego fogo f~! es delaforma az +b,
como en el caso ¢ = 0.

Si |tr(g)| < 2, las soluciones a la ecuacién de punto fijo son dos distintas en
C \ R, donde una es conjugada a la otra, por lo cual sélo una de ellas estd en
H. Si z € H es el punto fijo, los circulos centrados en z son invariantes por g,

pues g preserva la distancia. Si f € G tal que f(z) = i, entonces los circulos

11



hiperbdlicos de radio r centrados en z son enviados via f a circulos hiperbdlicos
de radio 7 centrados en i. Como f o go f~! fija i y deja invariantes los circulos
centrados en i, se tiene que esta aplicacién pertenece al subgrupo K.

Si |tr(g)| > 2 entonces g tiene 2 puntos fijos y éstos estdn en H(co).

Sean z_,x; € H(o) los puntos fijos de g. Sea z € (z_z4)y T € T, H
el vector basado en z que es tangente a la geodésica (z_ z). Como la accién
de G sobre T'H es simplemente transitiva, existe una tnica isometria f € G
tal que f - (2,7) = (4,(0,1)), con (0,1) € T;H. Asf la geodésica (x_ x4) es
enviada via f a la geodésica (0 o). Entonces existe un elemento h de A tal que
flohof =g, delocual g es conjugada en G a un elemento de A.

O

En los casos (i), (i) y (iii) de la proposicién, diremos que la isometria g es
hiperbdlica, eliptica o parabdlica, respectivamente.

Observacion 2.12. Observemos que la imagen de rectas verticales a través de
isometrias son geodésicas, la imagen de rectas horizontales son circulos eucli-
deanos tangentes a la imagen de oo en el borde al infinito y la imagen de circulos
hiperbolicos son circulos hiperbolicos. Con lo anterior, las isometrias hiperboli-
cas preservan las geodésicas cuyos extremos son los puntos fijos y actian por
traslacion en aquellas geodésicas. Las isometrias parabdlicas preservan rectas ho-
rizontales si fijan 00 o bien circulos euclideanos tangentes a x € H(o0), donde x
es fijo por la isometria. Las isometrias elipticas preservan las bolas hiperbolicas
centradas en su punto fijo.

2.3. Modelo del disco de Poincaré

Consideremos D = {z € C : |z| < 1} y la aplicacién

Yv:H — D
2 =1
z = 1 -,
z+1
conocida como la transformacién de Cayley, y cuya inversa es la aplicacion
v 1D - H
A1+
z = i :
1—=2

Es claro que ¥ es un difeomorfismo, de lo cual podemos dotar a D de una
métrica riemanniana inducida por la métrica de H. Sea z € D y sean o, 7 €
T, D, entonces la métrica (g2), estd definida como

27 = (2m) @

Asi obtenemos otro modelo hiperbdlico el cual es isométrico al del semi-plano
de Poincaré. También es posible demostrar que

b
Tsom™ (D) = {h(z) - % ca,b,e,deCy |a? - [b]> > 0} ,
Ccz

12



componiendo las isometrias de H por 1, y que ademaés este grupo coincide con
las homografias %j:g con a,b,c,d € C que preservan el disco .

Andlogo al modelo del semi-plano, compactificamos D atiadiendo un borde
al infinito D(w0) = {z € C: |z| = 1}, y dotando a D = D u D(o0) con la topologia
inducida por la métrica euclideana. Las geodésicas en el disco corresponden a
didmetros de éste o a arcos de circunferencia perpendiculares al borde del disco,

como se ve en la figura 2.

D

Figura 2: Modelo Hiperbdlico de D.

Extendemos también la accién de Isom™ (D) a D. Esta accién, tanto como
en D, es transitiva.

Como los dos modelos son isométricos, la clasificacién en isometrias hi-
perbdlicas, parabdlicas y elipticas se traspasa de manera natural a D via .
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3. Grupos fuchsianos

A fin de obtener otras superficies hiperbdlicas, estamos interesados en hacer
cocientes de H por subgrupos del grupo de isometrias que permitan llevar al

cociente la estructura riemanniana que tiene H. Dotemos a G de la topologia

. . . a1z +a
que tiene como grupo de matrices. Esto es, si g € G es tal que g(z) = u,
a1z + a9

con ajiagy —ai2az = 1, entonces pensamos en g como la matriz A = (a;;), ; de
PSL(2,R). Asf es posible dotar a G de la topologia que tiene PSL(2,R) como
subespacio de R* o como 3-variedad diferenciable.

Definicién 3.1. Diremos que un subgrupo I' < G es un grupo fuchsiano si es
un subgrupo discreto.

Definicién 3.2. Decimos que un subgrupo I' < G actia de forma propiamente
discontinua si para todo compacto K < H, el conjunto {y € T : vK n K} es
finito.

Proposicion 3.3. Todo grupo fuchsiano actia de forma propiamente disconti-
nua.

Demostracion. Sea I' < G fuchsiano, y K € H un conjunto compacto. Deno-
temos K' = {(2,@) : z € K} < T'H. Observemos que si v € I' es tal que
vK n K # &, entonces v+ K' n K' # . Fijemos un elemento v € T'H. Como
la accién de G sobre T'H es simplemente transitiva, se tiene una aplicacién

:T'H —» G

w o = Ay,

donde h,, € G es la unica isometria tal que hy - v = w. La aplicaciéon ® es un
homeomorfismo y asf C = ®(K!) es compacto, pues K! lo es.

Sea w € K con v-w € K', entonces hy., - (hp! - w) = v-wyasi y =
Bywhy € CC™1. Como CC™' es compacto y I' es discreto, se sigue que la
interseccién CC ! AT es un conjunto finito. Luego I' acttia de forma propiamente
discontinua. O

3.1. Superficie Cociente.

Considerando un grupo fuchsiano I' de G. En esta seccién veremos que el
cociente de H o D por tal subgrupo tiene, salvo a lo mas en un nimero finito de
puntos, estructura diferenciable. Esto nos permite obtener diversas superficies
hiperbdlicas dependiendo del grupo fuchsiano I'. Estas superficies heredan la
estructura de H, respectivamente de D, y sobre ellas también se podréd definir
el flujo geodésico. La geometria que estas superficies tengan serd determinante
para la dindmica que este flujo.

Proposicion 3.4. Sea ~ una relacion de equivalencia sobre un espacio to-
poldgico X y sea p : X — X/ ~ la proyeccion natural. Si p es abierta y
Graf ={(z,y) € X x X :y ~ z} es cerrado, entonces X/ ~ es Hausdorff.
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Demostracion. Sean u = p(z), v = p(y) dos puntos distintos en X /I". Entonces
(z,y) ¢ Graf. Asi, existen vecindades abiertas U y V de z e y respectivamente,
tales que (U x V) n Graf = &, puesto que Graf es cerrado.

Tenemos entonces que u € p(U) y v € p(V), las cuales son vecindades abiertas
de estos puntos, pues p es abierta. Afirmamos que ademds p(U) n p(V) = &.
En efecto, supongamos que existe w = p(§) = p(n), con £ € U, n € V. Entonces
(x,n) € Graf n (U x V), lo cual es una contradiccién.

De lo anterior X/ ~ es Hausdorff. O

Proposicién 3.5. Sea I’ < Isom™ (H) grupo fuchsiano. Entonces las drbitas de
T son discretas y cerradas, y el espacio topoldgico cociente H/T' es Hausdorff.

Demostracion. Notemos primero que H es localmente compacto, puesto que la
topologia de H es la misma que la topologia que tiene como subespacio de C.
Sean z,w € H, K vecindad compacta de w. Afirmamos que I'z n K es finito.
En efecto, basta notar que si uz,0z € K, entonces (uo o~ 1)(0z) € K, esto es,
v =poo testal que YK n K # @&. Como los grupos fuchsianos actiian de
forma propiamente discontinua, hay finitos de tales ~, por lo cual hay finitos
w,0 €I con la propiedad anterior.

De lo anterior, no puede existir un punto de acumulacién de una érbita, ya
que localmente hay sé6lo finitos puntos y asi ésta es cerrada y discreta.

Demostraremos ahora que el cociente es Hausdorff. Primero observamos que
el cociente por I' es cocientar por la relacién de equivalencia

r~y<sdyvel vz =y.

Ahora estamos en las condiciones de la proposicién anterior. Sea 7 : H — H/T"
la proyeccién natural. Es facil ver que 7 es abierta, puesto que si U < H/T" es

abierto, 771 (7 (U)) = |J YU es abierto en H. Para ver que el espacio cociente es
~yel’

Hausdorff, basta ver que el conjunto Graf = {(z,y) € HxH : y € 'z} es cerrado
en H x H. Sea (z,y) € (H x H \ Graf), V c F una vecindad compacta de z.
Para cadan € N, B,(1/n) nT'z es un conjunto finito, por lo cual se puede tomar
no € N suficientemente grande tal que W n T’z = ¢, donde W = B, (1/ny).
Ademas, el conjunto Gyow ={geT : g(VuW)n (VuW)# &} es finito, y

o (W)

asf
es una vecindad de x, con (U x W) n Graf = &. Luego Graf es cerrado y asi
H/T' es Hausdorft. O

Mas aun, es posible ver que el cociente es un orbifold, y que es variedad
si, y s6lo si, I' no posee elementos elipticos. De hecho, esta variedad cociente
es una superficie hiperbdlica cuando I" no contiene elementos elipticos y tiene
finitas singularidades cuando si posee de éstos elementos. Finalmente el cociente
T'H /T corresponde al espacio tangente a H/T' fuera de las singularidades (ver
[TH, Proposicién 13.2.1]).
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La siguiente definicién es esencial en lo que sigue.

Definicién 3.6. Diremos que S es una superficie hiperbdlica si corresponde al
cociente de H por un grupo fuchsiano I' < Isom™ (H).

En geometria riemanniana, se define superficie hiperbdlica como toda super-
ficie cuya curvatura es constante igual a —1. Sin embargo, es posible demostrar
que estas definiciones son equivalentes (Véase [BE, Teorema B.1.8]).

3.2. Dominios Fundamentales.

La forma de la superficie cociente, su volumen y la dindmica que tendra el
flujo geodésico sobre ésta, se caracterizan por subconjuntos de la superficie H
o D que dependen de la accién del grupo fuchsiano I' < G por el cual vamos a
cocientar, llamados Dominios Fundamentales. Nos enfocaremos principalmente
en el caso de H, aunque para el modelo del disco unitario es andlogo.

Definicién 3.7. Dado I' < G grupo fuchsiano, llamaremos Dominio Funda-
mental de I' a un subconjunto D < H de interior no vacio que satisface las
siquientes dos propiedades:

(i) para todo v € I' \ {0},
vD° n D° = &,

donde D° denota el interior de D;
(ii) para todo z € H, existe y € T tal que vz € D.

Veamos algunos ejemplos sencillos de grupos fuchsianos y céomo resulta el
espacio cociente.

Ejemplo 3.8. SiT' = (h), donde h(z) = az, con a € R*, tomamos por dominio
fundamental el semi-anillo determinado por las geodésicas (—1 1) y (—a a) (Ver
figura 3).

H/T

Figura 3: Cociente por isometria hiperbdlica.
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H H/T

Figura 4: Cociente por isometria parabdlica.

Ejemplo 3.9. SiT = {(p), con p(z) = z+b, b € R, entonces tenemos el dominio
fundamental delimitado por las geodésicas (0 o) y (b o0) (Ver figura 4).

6 —sind
Ejemplo 3.10. SiT' = {e), siendo e(z) = ZCSV TS ge R, entonces existe

zsinf + cos @’
m € N tal que €™ = id, puesto que I' es fuchsiano. Asi, tomamos como dominio

fundamental la regién delimitada por los rayos geodésicos [i x) e [i e(x)) (Ver
figura 5).

Figura 5: Cociente por isometria eliptica.

Ejemplo 3.11. Sea I' = PSL(2,Z), S = (? _01> yT = (é }) Denotemos
D:={zeH:|Re(z)| <1/2,|z] = 1}.

Recordemos que Im g(z) = ‘CIZH‘T(;‘Q, donde g(z) = 4L,
los coeficientes de estas aplicaciones estdn en Z, |cz + d| alcanza un minimo y
por lo tanto Im g(z) alcanza un méximo. Tomemos § € G que maximiza Im g(z)
y aplicamos 7™ con n € N suficientemente grande tal que |Re(T"g(2))| < 3.

Supongamos por absurdo que |T"g(z)| < 1 y por lo tanto |ST"g(z)| > 1.

Sea z € H fijo. Como
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Entonces

) Tm(T"§(= . .
n(ST"(:)) = L L9 > hn(3(2) = (),

lo cual es una contradiccién, pues ST™g(z) tiene parte imaginaria mayor a la de
9(z). De lo anterior, |T"g(z)| = 1. Tomando g = T"g, tenemos que g(z) € D.
M4s atin, se puede tomar g € {S,T) tal que g(z) € D.

Veamos que PSL(2,Z) = {S,T). Sea g € PSL(2,Z), entonces sabemos que
existe ¢ €< S, T > tal que si z estd en el interior de D, entonces ¢'g(z) € D.
Luego 2z y ¢’g(z) estdn en la misma 6rciba. Por lo tanto, z = ¢’gz, lo cual implica
que g'g =id y asi g = g~ ! € (S, T). Por lo tanto PSL(2,Z) = (S, T).

Concluimos que D es dominio fundamental para la accién de I' = PSL(2,Z)
(Ver figura 6).

\ H H/T

Figura 6: Superficie modular

Sea zp € H un punto tal que para toda isometria vy € T', y(29) # 2. Asociemos
a este punto zp y a v € I' el conjunto

Heo () := {2z € H: d(z, 20) < d(2,7(20))}-

Proposicién 3.12. El conjunto

7.,(D) =[] H.,()

~yel'\{id}

es un dominio fundamental convexo, el cual llamaremos Dominio de Dirichlet.
Ademds, todos los dominios de Dirichlet de un grupo fuchsiano ' tienen igual
drea hiperbdlica (Ver [KA, Teorema 3.2.2.]).
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4. Flujo geodésico

Para dotar a T'H de una distancia, necesitamos primero ver que cada ele-
mento de T'H determina una tnica geodésica que pasa por su componente en
H y tal que el vector en el espacio tangente es tangente a la geodésica.

Sea e = (i,(0,1)) € T'H. Es claro que la geodésica (0 ) pasa por i y
el vector (0,1) € T;H es tangente a ésta en i. Supongamos que existe otra
geodésica (xr_ xy) que pasa por i. Si z_ # 0,00, entonces x4 # 0,00 y asi
(x_ z4) es una semi-circunferencia, de lo cual corta transversalmente a (0 o)
en i. Luego (0,1) € T;H no puede ser tangente a la geodésica (r— x). Si
x_ = 00, entonces z+ = 0. En tal caso la geodésica invierte su orientacion, y
(0,1) € T; H sigue siendo tangente a ella.

Sea u = (z, @) € T'H. Denotamos por (u(t))icr la parametrizacién por
longitud de arco de la unica geodésica orientada que pasa por z y con tangente
en z dirigida por el vector . Esto es,

u0)=zy Z—?(O) =7.

Denotamos por v(—o0) y por v(+00) a los extremos negativo y positivo, respec-
tivamente, de la geodésica parametrizada por (v(t))wer (ver figura 7).

1
1
1
1
: / e s aw(0) \ \
1
1
1

. e =l =

u(—00) = w'(+00)  v(—00) = w(—00) w(+00)  v(+00) w'(—00)

Figura 7:

Definimos sobre T H la distancia D : T'H x T'H — R por
D(u,v) =J e~ Itd(u(t), v(t))dt.
R

Observemos que 0 < D(u,v) < 2d(u(0),v(0)) < +00 y D(u,v) =0 si, y sdlo
si, u = v (pues d es distancia en H y el argumento de la integral es no negativo).
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Ademés, para u, v, w € T'H,

D(u,w) = JRe_Md(u(th(t))dt

N

JR e d(u(t), v(t)) + d(v(t), w(t)))dt

Je_ltld(u(t),v(t))dt-i-J e—\t‘d(u(t),w(t))dt
- R
= D(u,v) + D(v,w).

De lo anterior, D es una distancia para T'H. M&s atn, esta distancia es
invariante por la accién de G sobre T'H, como consecuencia de la invarianza de
d por la accién de G sobre H.

Proposicién 4.1. Sean (un)n>1 € T'H y v e T'H. Entonces

lim D(up,u) =0< lm wu,(400) =wu(+00) y lim u,(0) = u(0).

n—+x0 n—+wL n—x0
du

g(sau) = (U(S), dt ) .

Proposicién 4.2. La aplicacion g, (v) = g(t,v) es un flujo.

Definimos § : R x T'H — T'H por

Demostracion. (i) Si v = (2, @) € T'H, entonces §o(v) = (v(0), 2(0)) =

(2, V) =v;
(ii) grogs(v —g,«(v adt )
Escribiendo (w(t))ier la parametrizacién de la geodésica de modo que
w(0) = v(s) y 2£(0) = 2¥(s), entonces por unicidad de solucién, se tiene
que
dw dv
1) =g rts),
y asi,

grogs(v) = (v(r + s5), (jl—;)(r + s)) = gr+s(v),Yv € TH, Vr, s € R.

(iif) Considerando (i, (0,1) € T'H, es claro que si tomamos t, s € R, la distancia
entre g;(4,(0,1)) y gs(4, (0,1)) es | In(t—s)| y asig es continua en la primera
variable. La continuidad en la segunda variable se sigue de la Proposicién
4.1 y de que la primera componente del flujo es la parametrizacion de la

geodésica determinada por el punto.
O

Llamaremos Flujo Geodésico a la aplicacion (g;)wcr antes definida.
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Observacién 4.3. Sea v = (z,7) € T'H y h € G. Por la unicidad de la para-
metrizacidn de la geodésica determinada por v, se tiene que h(v(t)) = (h(v))(¥)
y ast

.00 = ()6 2 9) = (0069, G0 G) = @),

Definicién 4.4. Sea X un espacio topoldgico y sea ¢ : R x X — X un flujo.
Decimos que x € X es no-errante por ¢ si para toda vecindad V, existe T' > 0
tal que (V) "'V # &, para todo t > T. Denotamos por Q,(X) al conjunto de
todos los puntos con esta propiedad.

Diremos que un punto es divergente (respectivamente, positiva o negativa-
mente divergente) si su 6rbita (respectivamente, érbita positiva o negativa) no
tiene puntos de acumulacién.

Proposicién 4.5. El conjunto no-errante del flujo geodésico en T H es vacio.

Demostracion. Basta tomar v = (2, @) € T'H y V = B(v,r). Entonces para
todo t = 2r se tiene que

gt(V) NV = @

(Ver figura 8).
De lo anterior, Q(T'H) = .

Figura 8:

O

Como los puntos de acumulacion de las 6rbitas pertenecen al conjunto no-
errante, el cual es vacio, se sigue que todos los puntos de T'H son divergentes
para el flujo (g¢)ier-
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4.1. Flujo geodésico como acciéon matricial.

Recordemos que la accién de G sobre T'H es simplemente transitiva (ver
seccién 2.1), de lo cual todo vector v € T'H se puede identificar de manera tnica
con algin v, € G, donde 7, - v = e. Si la aplicacién ~, se define sobre H por
Yo(z) = %, identificamos v con A, = (a;;);,; € PSL(2,R).

Entonces tenemos una correspondencia biunfvoca entre T'H y PSL(2, R).
Observemos que la imagen a tiempo ¢ € R del punto e € T'H a través del
flujo geodésico es Gi(e) = (iet, (0,¢e')), con (0,e') € T;.t H. Esto es, gi(e) = ele.

Escribiendo
t/2

ot ot _[eF 4
7§t(v)'v—(62»67)—<(3_t/2,67>7

tenemos que g;(e) se identifica con la matriz Ay, ) € PSL(2,R) dada por

et? 0
Gt = A'gt(e) = ( 0 e_t/2> .

Tomemos ahora v € T'H relacionado a A, € PSL(2,R). Abusando de nota-
cién, no distinguiremos entre v y su matriz correspondiente A,, donde v-e = v.
Se tiene que si Ay, (,) es la matriz asociada a gi(v) € T'H, entonces

Aj, vy e = Gt
= ﬁt
= Av . Nt (e)
= A»U - (Gt - e).
Ahora notemos que la composicion de las aplicaciones corresponde al pro-
ducto entre las matrices que las representan, de lo cual A, - G; = A,Gs. De lo

anterior,

Aﬁt (v) = Atha
y asi la accién multiplicacion por la derecha por G es la accion del flujo geodésico
sobre PSL(2,R) = T'H.
4.2. Flujo geodésico en superficies cocientes

Ahora estamos interesados en inducir, a partir de g, un flujo en el cociente
de T'H por un grupo fuchsiano I'. Para esto, primero notamos que si v € I, en
particular v es una isometria. De esto y la Observacion 4.3 se tiene que para

todo v € T H,
gs(v(v)) = v(gs(v)).

Denotemos por 7t : T'H — Tl]HI/F la proyeccién natural. Ademds, si defi-
nimos Dr : T'H /T x T'H /T" — R por

Dr(n! (u), 7' (v)) = Inf D(u, v(v)),
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es posible verificar que Dr es una distancia que induce la misma topologia
sobre T'H /T que 7! con la topologfa cociente. Asf, una sucesién (7! (uy,))n=1 C
T'H /T converge a 7' (u) si, y solamente si, existe una sucesion (7, )n=1 < I tal
que (Yn(un))n=1 converge a u.

Definimos ¢ : R x T'H /T" — T*H /T por
g(7' (v) = 7 (Ge(v)).
Si ml(u) = 7! (v), entonces existe v € I tal que y(v) = u. Asi,
ge(m' () = 7' (Ge(w) = 7 (G (¥(0)) = 7 (¥(Ge(v))) = 7 (Ge(v)) = ge(7" (v)),

de lo cual g estd bien definido. Més atin, (g:):er es un flujo, el cual llamaremos
Flujo Geodésico sobre T'H /T

Figura 9: Flujo Geodésico en la Superficie Modular.

Proposicién 4.6. Sea (un)n=1 € T'H y u e T'H. Son equivalentes:

(i) Existe (sp)n>1 € R tal que nl—l}}}ﬂ gs, (7t (uy)) = 7t(u).
(”) Eziste (’7n)n>1 c T tal que 7L1_1;I_Ex(7n(un(_w))a'Yn(un("i_oo))) = (u(—oo),u(+oo))

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 4.1. O

4.3. Funcién de Busemann.

Para comprender cémo se comportan las érbitas de los puntos de H a través
del flujo geodésico, es util observar estos puntos desde un punto x € H(o0).
Supongamos que x = 00 y observemos dos puntos z = ib y 2’ = a’ + ib’. Deno-
temos por (r(t)):=0 la parametrizacién por longitud de arco del rayo geodésico
[z,2). Notemos que en este caso es la recta vertical, como indica la figura 10.
Escribamos también s(t) = a’ + e®bi.
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Y s

’
/7 a +ibt
L

H z=1b

Figura 10:

Para ¢t > 0 suficientemente grande, se tiene que
d(z,r(t)) = d(2',s(t)) + In(b'/b).
1

De lo anterior, y considerando que d(s(t),r(t)) = tenemos

ld]
bet

d(z,r(t)) —d(z',r(t)) d(z',s(t)) — d(2',r(t)) + In(V'/b)
r(t

< d(Z,r(t) +d(s(t),r(t) — d(2',r(t) + In(b'/b)
_ e ;
- bet +ln(b/b)7
y
d(z,r(t)) —d(Z,r(t)) = d(',s(t))—d(' r(t)) +In(t'/b)
> d(2,s(t)) —d(Z,s(t)) —d(s(t),r(t)) + In(b'/b)

| '| +1n(b /b).

!
Basta notar que |

bot — 0 cuando t — 400 para obtener que

lim d(z,r(t)) —d(z',r(t)) = In(V'/b).
t—+0
Es importante observar que este limite no depende de a’. Ademds, si @’ = 0, el
limite corresponde a d(z,2) si b’ = by a —d(z, 2’) en otro caso. Es claro que si
z tiene parte real no nula, se puede llevar a este caso aplicando una traslacion.
Mas generalmente, si z # 00, entonces utilizamos la aplicacion
xz—ax2—1

h(z) =

zZ—X
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Por la extensién de su accién en el borde al infinito, tenemos que h(0) = z.
Como h preserva la métrica,

lim d(z,7(t)) —d(2',r(t)) = lim d(h™'(z),h ' (r(t))) —d(z', L (r(t))),

t—>+C t—>+20
y este limite es como en el caso anterior. Con esto vimos que si € H(w),
z,2' € Hy (r(t))wer parametrizacién por longitud de arco del rayo geodésico
[z,2), entonces la aplicacién ¢ — d(z,7(t)) — d(2’,r(t)) admite un limite en
+00, denotado By(z,2'), al cual llamamos Funcidn de Busemann centrada en
x € H(00), evaluada en z, 2z’ € H.

Veamos que tl}'rﬁlﬁf d(z,r(t))—d(z',r(t)) no depende del rayo geodésico [z"0)

parametrizado por (r(t))er por longitud de arco. En efecto, como dijimos ante-
riormente, este limite no depende de la parte real de z, z’. Escribamos 2z’ = o’ +ib’
y sea (7(t))wer parametrizacién por longitud de arco de algin rayo vertical, es
decir 7(400) = o0, digamos [2”0) (ver figura 11). Si 2" = a” + 0", sea (s(t))ter
la parametrizacién por longitud de arco del rayo geodésico [a” +ib'00). Entonces
existe tg € R tal que para todo t € R suficientemente grande, se tiene

r(t) = s(t + to).

De lo anterior,

a// + zb/ b e — - °

Z” — a// + ib//

H

Figura 11: Independencia del Rayo Geodésico.

tl}ljrn% d(z,r(t)) —d(z,r(t)) = tETx d(z,s(t +tg)) — d(2', s(t + to))
= tlﬁirﬁ/\: d(z,s(t)) —d(Z, s(t)).

Proposicién 4.7. Sea x € H(w), z,2',2" € H, g € G. Entonces:
(i) By(z,2") = —=B.(2', z) (Antisimetria),

(i) Bgx)(9(2),9(2")) = Be(z,2") (G-invarianza),
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(i1i) By(z,7') = By(z,2") + By(2",7") (Propiedad de Cociclo),
(iv) |Bx(z,2")| < d(z,z'),
(v) B.(z,72') =d(z,2") & 2 € [z,2).

Demostracion. (i) Directo de la definicién.

(ii) Sea g € G. Denotemos por (r(t))i=o la parametrizacién por longitud de
arco del rayo geodésico [g(z), g(x)). Por definicién, tenemos que

By()(9(2),9(z")) = lm d(g(z),r(t)) —d(r(t),9(z))

t—>+oC

= i d(sg 7 () — d(g (1)), 2).

Notemos que g~! lleva el rayo geodésico [g(z), g(z)) en el rayo geodésico
[2,2). Ademds, recordamos que G acttia en T'H, de lo cual g~ ! envia
vectores unitarios en vectores unitarios. Asi (s(t))i=0 = (971 (r(#)))i=0 es
la parametrizacién por longitud de arco del rayo geodésico [z, x). Luego,

Bq(:v) (g(Z), g(Z/)) = tLﬁJ{lFfj d(Zv S(t)) - d(S(t), Z/) = Bm(za Z/)'

(iii) Sea (r(t))i=0 la parametrizacién por longitud de arco del rayo geodésico
[2”,x). Entonces la independencia del rayo geodésico implica que

By(2,2") + Bo(2",2") = By(",2") — B.(2",2)
= tErBL dz",r(t)) —d(r(t),2") —d(z",r(t)) + d(r(t), z)
= lim d(z,r(t)) —d(r(t),?)

t—+w

= B.(z,7).

(iv) Si (r(t))i=0 es la parametrizacién por longitud de arco del rayo geodésico
[z, x), entonces

B = | i d(er(0) = dr(®), )
< ] imd(z. )+ (' r(0) = dr (D), 2)
= d(z,2').

(v) Es claro que si 2’ € [z,2) y (7(¢))i=0 es la parametrizacién por longitud
de arco del rayo geodésico [z, x), entonces existe T = 0 tal que 2’ = r(T).
Asi, para t > T, se tiene que

d(z,7(t)) = d(z,2") +d(2',r(t)).

Luego
By(z,2") = lim d(z,r(t)) —d(r(t),?") = d(z, 7).

t—+w
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Reciprocamente, nos fijamos en el caso z = ib, 2’ otro punto en H. Entonces
|B,(2,2")] = d(z,iImz2’) por la invarianza de la funcién de Busemann
en la recta horizontal Imw = Im2’. Ademas, si By (z,2) = d(z,7'), en
particular B..(z,z") es positivo, de lo cual By (z,2') = d(z,iIm 2’), como
muestra la figura 12. Recordemos que la bola hiperbdlica By (z,Ind’) de

Figura 12:

centro z y radio In b’ es una bola euclideana cuyo centro est4 en el segmento
[zIm(z)]. De lo anterior, si z’ tiene parte real no nula, entonces z' ¢
By (z,Inb'), de lo cual d(z,2') > d(z,ilm z") = B, (z,2").

O

Definicién 4.8. Llamamos horociclos y horobolas centradas en x € H(o0) a los
conjuntos

Hy(z):={2€H: B,(i,2) =Int} y H (z) := {z € H: B,(i,2) = Int},
respectivamente.

Observemos que si = 00, el conjunto H;(00) es una recta horizontal y
H;t(0) es el semiplano superior delimitado por esta recta. En efecto, By (i,2) =
Int si, y sélo si, d(i,ilmz) = Int, i.e., Imz = ¢.

Por otro lado, si x # 00, tomamos g € G isometria tal que g(c0) = x. Asf

Ht(x) = g(Ht’(CD)),t/ = tefB(%g(i)).

Como consecuencia, cuando x # o0 se tiene que el horociclo centrado en x
es una circunferencia tangente a H(o0) en el punto z, y la horobola centrada en
x es el disco determinado por esta circunferencia (ver figura 13).

Como la funcién de Busemann centrada en oo entre z y 2’ en H no depende de
la parte real de z ni de la parte real de z’, podemos suponerlos de igual parte real.
Por la propiedad (v), el médulo de la funcién de Busemann mide la distancia
entre estos puntos, es decir, su valor es la distancia entre las, si x € H(oo)
es cualquiera, el médulo de B,(z,z’) mide la distancia entre el horociclo que
pasa por z y el que pasa por z’, como muestra la figura 14. Observemos que
si p(z) = z+ b, con b € R, entonces las rectas horizontales son preservadas
por p. Esto es, p deja invariantes los horociclos centrados en oo, el cual es fijo
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H;f (o0)

Ht(OO)

T

Figura 13: Horociclos y Horobolas.

21
Boo(21,22)

21

Figura 14: Funcién de Busemann como distancia entre horociclos.

para p. Sea ahora p’ cualquier elemento parabdlico fijando x € H(co). Como p’
es conjugado a p y los horociclos son enviados en otros horociclos a través de
homografias (por la propiedad (ii) de la funcién de Busemann), se tiene que p’
preserva los horociclos centrados en .

4.4. Dinamica del flujo geodésico.

Definicién 4.9. Sea v € T'H. Llamaremos variedad fuertemente estable del
flujo geodésico en el punto v al subconjunto de T'H

W5 (v) := {w e T'H : D(§(v), §i(w)) = 0,t — +0o0},
y variedad fuertemente inestable a

W) :={we T'H: D(F_,(v),j—¢(w)) = 0,t — +o0}.
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By(400) (i, mi(w))

T'H

Figura 15: Variedad estable en un punto.

Denotemos por m; : THH — H a la proyeccién en la primera coordenada.

Proposicién 4.10. Sea v e T'H. Entonces

WSS(U) = {’LU e T'H: Bv(+xi)(ia771(v)) = BU(+OO)(i,7T1(w)),U(+OO) = ’LU(-I—O())}?

Demostracion. Procedemos por doble inclusién. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que v = (ib,(0,1)), donde (0,1) € Ty, H. Entonces el conjunto
descrito en el enunciado son todos los w = (z, @) € T'H tal que z € Hy(0) y
W = (0,1) € T, H. Observemos que como v(+00) = w(+00), para todo € > 0
existe T' € R tal que d(v(t + s),w(t + s)) < €, para todo s > T'. Sea

te(t) = mf{T e R:d(v(t+s),w(t +s)) <e,Vs>T}.

Entonces
DG (v), G (w)) = Je*|s|d(v(t+s),w(t+s))ds

R
ts(t) —+ o0

= J e~ Bld(u(t + s), w(t + s))ds +J e Bld(u(t + s), w(t + s))ds
— te(t)
ts(t) +

< J e_‘s‘d(v(t+s),w(t+s))ds+sj e~*lds
- <(t)

te (t)
= J e~ Bld(v(t + 5), w(t + s))ds +e.

-
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Ahora observamos que cuando ¢ tiende a +0, t.(¢) tiende a —oo. Luego, si
t — 400, se tiene
D(ge(v), ge(w)) < e.

Como ¢ > 0 es arbitrario, dicha distancia converge a cero. Luego w € W** (v).
Por otro lado, sea v = (ib, (0,1)) como antes) y w € T'H tal que w(0) ¢
Hy(0). Usando la propiedad (iii) de la funcién de Busseman, tenemos que

D@ Giw) = [ e du(t+5). (e +)ds
> JRe_MB,,,(v(t—i—st(t—i—s))ds
= JR e (B (u(t + 5),w(t + 5)) + By (v(t), w(t)) + By (w(t), w(t + s)))ds
_ JR ~191(25 + B, (u(t), w(t)))ds
- QJRe—\slsds+B,,,(U(t),w(t))fRe—lslds

= 2 (JH e Plsds + JW esl(—s)ds> + Bo, (v(t), w(t)) JReflslds

0 0
= By (v(t), w(t)

Observemos que si w(400) = v(+00), entonces la funcién By, (v(t), w(t)) es
constante y positiva. Asi,

D(G(v), Gt (w)) = B (v(t),w(t)) = ds > 0.

Supongamos ahora que w(+0w) = x € H(w),z # oo. Asi, existe T > 0
suficientemente grande tal que w(0) € H" (u(t))» Para todo t > T (ver figura
16).

Entonces, para t > T, se tiene que By, (v(t), w(t)) > t. Luego, cuando t —
+00, tenemos que D(g;(v), g:(w)) — +o0. O

Notemos que si v(+0m) = o0, la condicién w(+00) = o es equivalente a
decir que W sea ortogonal al horociclo Hyy,(.)(00). Asi, cuando = # 00, como la
aplicacién g € G que lleva o0 en z es conforme, la variedad fuertemente estable
se describe como el conjunto de puntos (2/, @) € T'H tales que 2’ estd en el
mismo horociclo centrado en z que z y W es un vector perpendicular a esta
circunferencia, apuntando hacia adentro.

Utilizando el hecho de que la variedad fuertemente inestable para el flujo
geodésico corresponde a la variedad fuertemente estable del flujo geodésico con
la orientacién invertida (g—_;)«r, deducimos que

Wsu(v) ={we T'H : Bv(,ﬁ,\;)(i,wl(v)) = B(,I)(i, m1(w)), v(—w) = w(—0w)}.

Ahora que ya sabemos cémo son las variedades fuertemente estable e inesta-
ble respectivamente en T H, estamos interesados en cémo esta informacién nos
es 1til al observar la dindmica del flujo en el cociente T'H /T
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w(s)a-""
// l \\
. .
4 N
v(0) '

Figura 16:

Denotemos por W** a la variedad fuertemente estable para el flujo geodésico
en el cociente T'H /T y W** a la variedad fuertemente inestable. Esto es,

W (! (v)) := {m'(w) € T'H /T : D(ge(m" (v)), ge( (w))) — 0, — +o0},
W (! (v) := {x'(w) € T'H/T : D(g-s(n* (), g—i(7" (w))) = 0,¢ — +00}.

Proposicién 4.11. W*s(xl(v)) 2 7L (W= (v)), W (xlv) 2 7L (W*u(v)).
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5. Mixing del flujo geodésico

En esta seccién estudiaremos las propiedades de mixing del flujo geodésico
en superficies hiperbdlicas que tengan volumen finito. Para esto, primero reque-
riremos algunos preliminares de sistemas dindmicos topoldgicos y de sistemas
dindmicos medibles.

5.1. Previos dinamicos

Sea (X, .o/, u) un espacio de medida y (¢¢)ier un flujo definido sobre X. La
medida p se dice que es @y -tnvariante si

:U’(Sot(A)) = M(A)7Vt € R>VA €.

Definiciéon 5.1. Supongamos que p es pi-invariante. Diremos que el flujo
(¢1)ter es mizing respecto a la medida p si para todo par de conjuntos medibles
A, Be o de X,

Jim pu(pi(A) n B) = p(A)p(B).
Proposicién 5.2. Sea (X, o7, 1) un espacio de medida, (¢1)ter un flujo sobre
X. Son equivalentes:

(i) (pt)ier es mixing respecto a .

(ii) Si F,G e L*(p),

Jim XF-(Go%)du = UX qu> <L Gdu>.

Demostracion. Para probar que (ii) implica (i) basta tomar las funciones carac-
teristicas en A y en B respectivamente. Reciprocamente se puede obtener (ii)
de (i) siempre que F' y G son funciones escalonadas. El resultado se sigue de la
densidad de tales funciones y la continuidad de la aplicacién G — G o y;. [

Recordemos que un flujo (p;)ier definido sobre un espacio topolédgico X es
topologicamente mizing si para cada par de abiertos U, V', existe T' > 0 tal que

ot(U)nV £ F, Vet >T.

Lema 5.3. Sea (X, o, u) es un espacio de medida tal que p asigna medida
positiva a los abiertos de X. Supongamos que (p4)er €s un flujo tal que p es
pi-tnvariante. Entonces si (py)ier €s mizing respecto a p, es topoldgicamente
mizing.

Demostracion. Sean U,V abiertos, los cuales son medibles y tienen medida po-
sitiva. Del mixing en medida, thrllwu(got(U) NV)=pU)u(V) >0, de lo cual

existe T > 0 tal que pu(p(U) nV) >0 paratodot > Ty asi o, (U)nV # &,
para todo t > T. O
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5.2. Superficies hiperbdlicas como espacios de medida

En esta subseccién dotaremos a T'H /T’ de una medida finita y boreliana,
para mas tarde mostrar que el flujo geodésico es mixing para esta medida.
Recordamos entonces que tenemos una identificacién de T'H con PSLy(R) y a
éste 1iltimo le otorgamos una medida para luego proyectarla en el cociente. Para
esto, recordamos los subgrupos K, A y N del grupo de isometrias definidos en
la Seccién 2 por

K = {k(z) = 2=l ge R},

A={a(z)=tz:teRT}.
N={n(z)=2z+b:beR}
Estos subgrupos nos otorgan la descomposicién de PSLs(R)
PSLy(R) = KAN,

llamada descomposicion de Iwasawa. Mas precisamente, se tiene la siguiente
proposicién.

Proposicion 5.4. La aplicacion
KxAxN — SLy(R)
(k,a,n) +— kan
es difeomorfismo.

Demostracion. La diferenciabilidad es clara de la definicién. Sea g € SLy(R) y
{e2, €2} base canénica de R%. Observemos que la base canénica determina un
paralel6gramo de drea 1 y como ¢ tiene determinante 1, también {ge1, gea} es
base de R? y determina un paralelégramo de area 1.

Afirmamos que hay una correspondencia biunivoca entre las bases orien-
tadas positivamente de R? que determinan un paralelégramo de drea 1 y el
grupo SLy(R) de matrices con determinante 1. En efecto, tomamos {v, w} base
orientada positivamente de R? que forma paralelégramo de area 1. Mediante un
elemento k~! € K, es posible rotar el palalelégramo de modo que k™ v =t - e;.
Tomando a~! € A dada por a=!(z) =t~ !z, tenemos que {e;,a~*k~'w} es base
(positivamente orientada) y determina un paralelégramo de érea 1. Finalmente,
si a tk~tw = (z,y), aplicamos n~! € N definido por n"!(2) = z — .

Con lo anterior, n " ta tk~1g(e;) = e;, para i = 1,2. Asi, n " la 'k~ lg = id
y entonces g = kan.

Para probar la unicidad de la correspondencia, supongamos que kiain; =
koasns, donde ky, ko € K, ay1,a2 € Ay ny,ns € N. Entonces k;lkg = agngnflafl.
Como la accién de A y de N preserva el eje real y su orientacién, entonces ko Yky
también preserva el eje y su orientacién. Luego k;lkl =id, de lo cual ko = k.
Luego az_lal = nznl_l7 pero tanto A como N son cerrados bajo el producto y
ademds AN N =id. Asi a1 = as y n1 = no.

Queda como ejercicio para el lector verificar que esta aplicacién es un difeo-
morfismo local y como es biyectiva es difeomorfismo global. O
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Con la Proposicién 5.4 en mente, basta dotar a los subgrupos K, Ay N
de medidas o-finitas borelianas para luego tomar la medida producto como
medida de SLo(R). Como cada uno de los subgrupos es a un pardmetro real y
en R tenemos la medida de Lebesgue, consideramos las aplicaciones

1 K — R, YA — R, P3: N — R,
ke — 0 a; +— Int n, — b

donde kg(z) = 280=sinb " () =tz y ny(2) = 2 + b.

zsin O+cos 6’
Asi, tomando en R la medida de Lebesgue £, consideramos pux(C1) =

L(P1(C1)), pa(C2) = L(1h2(C2)) v un(Cs) = L(Y3(C3)), donde para cada
i=1,2,3, C; € ~1(C), para algin C medible.
Definimos 1
dfi = djuscdpiadyin = 7 dbdtdb

medida o-finita en K x A x N y asf sobre SLy(R).
Basta observar la invarianza de i por K, A y N para concluir lo siguiente.

Proposicién 5.5. La medida i es SLa(R)-invariante.

Sea p : SLy(R) — PSL2(R) la proyeccién natural. En PSLy(R) tomamos la
imagen de la medida [i a través de la proyeccidén, es decir, para todo conjunto
C con p~1(C) medible en SLy(R), se define

m(C) = fip~"(C)),

la cual sigue siendo o-finita.

Con todo lo anterior, tenemos en T'H una medida o-finita. Sea I un grupo
fuchsiano, entonces la medida m pasa a T'H /T' de forma similar que con la
proyeccién a PSLy(R), salvo que tomamos las preimdgenes que intersectan al
dominio fundamental de la accién del subgrupo I'. Mas precisamente, tomemos
o T'H — TI]HI/F la proyeccién natural definida en la Seccién 4.2 y C <
T'H /T es tal que 7~ (C) es medible. Inducimos en T'H /T una medida p desde
m definiéndola por

#(C) = m((w")~H(C) n D),

donde D es un dominio fundamental de la accién de I sobre T'H. Esta medida
no depende de D, de lo cual es G-invariante.

Definicién 5.6. Sea I' un grupo fuchsiano. Diremos que la superficie hiperbolica
TIH/F es de volumen finito si la medida p es es finita.

De manera equivalente, T'H /T se dice de volumen finito si el dominio de
dirichlet de la accién de T' sobre T'H es de medida finita.
5.3. Mixing topolégico del flujo geodésico

Sea X = T'H /T una superficie hiperbdlica de volumen finito. Recordemos
que el flujo geodésico g; : X — X actia de forma matricial por multiplicaciéon
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por la derecha como fue descrito en la Seccién 4.1. Definimos también el flujo
horociclico contractante AT y el flujo horociclico dilatante i, respectivamente
por

KT (M) = M (é f) vy hi(M)=M (1 O) .

u 1

Definicién 5.7. Diremos que una sucesion (F)nen © L? converge débilmente
a F e L? si para toda G € L?,

(F, Gy — (F,C),n — +o0.

Denotamos esto por F, — F.

Observacién 5.8. Si F,G € L*(p),
j F oGy = j F(G(x))dp(x) = j F)du(G(y).
X X G—1(X)

De lo anterior, si p es G-invariante,

f FoGduzf Fdu.
X X

Proposicién 5.9. Sea (p;)ier un flujo definido sobre un espacio de probabilidad
(X, o, n). Son equivalentes:

(i) El flujo (vt)ter €s mizing respecto a p.
(ii) Para toda F € L?(u) de integral nula, F o g; — 0 cuando t — .

(iii) Para toda F € L?(u) de integral nula, el tinico punto de acumulacién débil
de (F o g¢)i=0 es 0.

Demostracion. Es claro que (i) implica (ii) y que (ii) implica (iii). Que (iii)
implica (ii) es consecuencia del Teorema de Banach Alaoglu, pues los conjuntos
acotados son débilmente secuencialmente compactos y ||F o ¢;|| = ||F|| por la
Observacién 5.8. Para ver que (ii) implica (i), tomemos F,G € L% Sea M =
{HelL?: § Hdp = 0}. No es dificil ver que M+ es el espacio de funciones
constantes y asi, escribiendo F' = Fy 4+ F5, con Fy € M y Fy € M+, tenemos que

lim | F-(Gopy)du

t— X

Jim (PG o 90

Fgf G o pidp
b'e

(Jy ) ([ o)
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Lema 5.10. Sea F' € L?(u). Entonces todos los puntos de acumulacion débiles
de (F o gt)i=0 son h¥-invariantes y los de (F o gt)i<o son hy -invariantes. En
particular, toda funcién invariante por g: es invariante por h¥ y por h.

Demostracion. Sea F € L? y (t;)ien sucesion creciente no acotada de modo que
Fogy, — F. Es facil verificar que g;oh = h;_t og;. Asi, usando la Observacién
5.8 obtenemos

[Fogioht—Fogll = [Fohl ,og—Fogll=|[Fohi_, —F||—0,t - .
Por otro lado, como F o g;, — F, se tiene que
Fog,ohtf—Fog, —~Foht -F.

Esto implica que ||F og;, ohf — Fog,|| — ||[Foh! — F||,i — o0, pero también
||Fogy ohf —Fogyl|| — 0,5 — oo. Por lo tanto Fohl — F =0y as{ F es
invariante por hf.

De manera similar, se verifica que gy o h, = h .,
segunda afirmacién, tomamos F € L? y (tj)jen tales que t; — oo cuando j — 0,
de modo que Fog 4 — F. Con lo anterior, ||F o g-t;0hy —Fog 4| =0y
ademds ||[Fog_y, oh, —Fog_4,|| — ||[Fohy —F||, cuando i — 0. Esto implica
la segunda afirmacién.

Finalmente, si F € L? es g;-invariante, entonces F og; = F, para todo t € R.
Luego F es punto de acumulacién de (F o g;)s~0 v de (F o g;):<o, de lo cual es
invariante por h} y por hy,. O

o g—;. Para probar la

Lema 5.11. Sea F € L?*(u) una funcidn hl invariante. Entonces F es g;-
tnvartante.

Demostracion. Sea F € L?. Para todo e, 0 >0, hi_i_, ohZ Oh}; ohZ, = g2ms-

€

Luego, haciendo ¢t = 21n 4,

|[Fog:— Fl| [|Fogams — F||

= ||Foh? OhCTOhJ(LIOh%—FH

s—1-1

< €

= |IFohohl, oh_. —F|

€

= ||[Foh_ ohl_, Oh;—FOhf{_loh; +Fohl_,oh”. —F||
3 = 7

5 & €

€

= ||[FohZohf  ,oht. —Foh} ,oh . +Foh_. —F]|
€ B e 5 5

< ||Fohgoh'f;71 oht
€ 8

= |IFoh = Fl|+|[Foh; - F||

—Foh}éoh%”—i—HFoh%—FH

Utilizando el Teorema de Convergencia Dominada concluimos la convergencia
[|FFogi — F|| = 0 cuando ¢ — 0. Como ¢ > 0 es arbitrario, se tiene que
u—ctxeX, F(g(x)) = F(x), para todo t € R. O
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Observacién 5.12. Sea F € L? y F € L? punto de acumulacién débil de
(F o g¢)i=0- Entoces existe (t;)ien una sucesion creciente no acotada de reales
tal que (F o gy, )ien — F.
Supongamos ademds que F' tiene integral nula. Entonces para G = 1, se
tiene que (F,1) = hﬁn;<F og,,1). Esto es,
1 [0 8]

,[ Fdy = lim Fog,du=0.
X b'e

1
Observacién 5.13. Sea g € PSLy(R) asociada a la matriz (? Z) ,ad—bc = 1.
Supongamos que d # 0. Entonces tomando t = —2Ind, u = cd y s = %, se

tiene que g = gy o h;, o h.
Notemos ademds que como la medida sobre cada coeficiente es la de Lebesgue,
tales g con d # 0 tienen medida total en PSLy(R).

Teorema 5.14. FEl flujo geodésico sobre X es mizing para la medida p.

Demostracion. Sea F € L? de integral nula. Basta probar que el tinico punto de
acumulacién débil de (F o g¢)¢0 es 0.

Sea Fe L’y (ti)ien una sucesién creciente no acotada de reales tal que
(Fog;) — F. Por el Lema 5.10 se tiene que F es h}-invariante y del Lema
5.11 es g;-invariante. Utilizando nuevamente el Lema 5.10 se tiene que F es
invariante por los tres flujos. Como casi todo elemento de PSLo(R) se obtiene
como composicién de estos tres flujos, obtenemos que F es PSLy(R)-invariante.
Luego

fi—ct.gePSLy(R), u — etz € X, F(gx) = F(x).

Entonces |F o g — F| es nula en un subconjunto de X de medida total. Asf,
& — c.t.g € PSLy(R) se tiene

f |Fog— Fldu=0.
X

Utilizando el teorema de Fubini se tiene que

ozf f |Fog_f|dudﬁ:f f Fog— Fldidp.
PSLy(R) JX X JPSLa(R)

Entonces pu —c.t.x € X, SPSLQ(R) |Fog— Fldfii =0y asf

p—ctxe X, ji—ctgePSLy(R), F(gx) = F(z).

En particular, existe o € X tal que fi — c.t.g € PSLy(R), F(gz) = F(z).
Como la accién de PSLy(R) es transitiva, esto implica que F es constante p —
c.t.z € X. Finalmente, como F tiene integral nula, se sigue que F también tiene
integral nula y ademas constante, de lo cual F es en casi todo punto la funcién

nula.
O

Corolario 5.15. El flujo geodésico sobre X es topoldgicamente mixing.
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5.4. Comentario final

A pesar de que en estas notas nos centramos en el caso de superficies hi-
perbdlicas de volumen finito, es posible probar el mixing topolégico del flujo
geodésico con mayor generalidad. En 1986 Guivarc’H generalizé este resultado
demostrando el mixing en superficies con curvatura seccional constante negativa
[GR]. Este resultado también se aplica en dimensién mayor. En 1998 Dal’Bo y
Peigné probaron que en cualquier dimensién y cualquier curvatura, si I' posee
elementos parabdlicos se tiene el mixing topoldgico del flujo geodésico [DP]. Un
ano mas tarde, Dal’Bo también demostré que la propiedad de mixing satisface
en superficies con curvatura variable [D1]. En el afio 2000, Dal’Bo probé una
caracterizacién para el mixing topolégico en el caso general [D2]. Para ser mds
precisos, el mixing topoldgico es equivalente a la existencia de una hoja densa
de la foliacién fuertemente estable del flujo, la cual a su vez es equivalente a la
no-aritmeticidad del subgrupo de isometrias que determinan la variedad. Esta
caracterizaciéon da herramientas para resolver el problema del mixing topolégico
en el caso general. Una de estas herramientas es dindmica, otra es geométrica y
la otra es topoldgica.

El caso general (curvatura variable, cualquier dimnsién) es un problema
abierto a la fecha.
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